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2 —y2

2 1 42
uZ + v
Zuv
.m»wm + @M c ) ;
L’étude précédente montre de la méme maniére que senl 2 pent diviser 4 Ia fois 0% — 42, u? + o7
et 2uw. Si tel est le cas, on a tonjours u et v impairs, ef. alors (2% — 2%)/2 et (u? + %) /2 sout

1

s Supposons * maintenant que

bR

~

= uy
premiers entre eux (car ce dernier est impair), ce qui montre que : % y = (o? —a2)/2
EENT ETEET) o
Ow owmm alors 5 = et i= s et 1 sont nwm,ﬁmbmmmr remiers enire suy, et il apparait
p 5 5 b PP
M KM

r=8°—*%
aue O

y = 28t

Théoréme 2 i n'existe pas de triplet d’entiers non nuls {z,u, 2} tels que z* + ¢ = 22

Démonstration :

Supposons par Pabsurde que cette équation a des solutions non triviales. Soit (z,y,z) =n
triplets d’entiers positifs selution tel que z soit minimal. Par minimalité, , i et z sont premiers
entre ewx.

22 = y? — 2

Par le théordme w,..mnmmmwﬁ il existe donc u, v premiers entre eux tels que :
! 5 = Juw

(quitte & échanger T et ¥} on a en particulier @2 + u? = 02,

Comme z est impair, et que z, u et v sont bien premiers entre eux dans leur ensemble (puisque

S z=r2 &
uAw = 1), par le théoréme précédent, il existe r et 8 premiers entre eux tels que : { u = 2rs
24 2
p=r"+s

Mais alors y? = 4rs(r? + $%}. Or v, s sont premier entre eux, donc chacun est premier avec

{(r?+ &%). Donc r, s et (12 4 5%) sont des carrés, et en notant r = o2, s = 52 et (r? + 82) = 2,
onaat+ 8 =47 et
A2 =2y g2 Aﬁ,m?mi_.m..ﬁ i <yt <t pyt=

Done 0 < «v < z, ce qui est contredit la minimalité de z. O

1. Ce cas est cublié dans toutes les prewves que j'ai pu lire. Huoﬁgwﬂ ca cas m& vum” 4 fait possible s sl = 3
et v = 5, alors le premier cas abowtit 4 une contradiction puisque v? — 12, 2uw ef 12 +v® sont tous pairs. En fait,
on montre icl que ces derniers sont premiers entre eux si et soulement sl u et v sond premiers mBS.m sux et de
parité différente.

2. Ce changement de variable vient tout seul si on éorit uv = 5* — 7 et (v —22)/2 = 2=

Aratole Ertul & Maxime Prod’homme 2
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DEVELOPPEMENTS POUR IVAGREGATION EXTERNE

Corollaire

Soit n € IN*, qu'on décompose en facteurs premiers 1 7 = | | % (ol P désigne Uensenble des
peF

| nombres premiers).

|Onaléquivalence:n € L (Yp € P,p =3[4] = v,(n) = 0[2]).

4

Démonstration:
Lemme 3

” L est stable par multiplication. -

Démonstration du lemme 3:
En effet, on sait déjd que n € £ & Iz € Zfi|,n = N{z).
En conséquence, sin, ' € L alors nr’ = N(z)N{z'} = N(zz') e ©. . |

= On décompose 1 de la facon sulvante :

2
L v3(n)
M= : _G||M.| , HJ_H P
peF . P

=3y pmm )
hmﬂmﬂmnmmm Somme mm. 2 carrés

{lemme 3)

=Soitn=4*+F €L, onnoted =aAbd = wﬁ% H.w.

Ainsi, g/ AV =1letn=§* ?.M.N;Twhw. .
Soit p un diviseur premier impair de 4”7 + 52 ; &Oaw dans Z[i], cna: pj|{a’ + (& - ).
- Par V'absurde, supposons p irréductible mmbm Zi]
Le lemme d'Euctide nous indique que p|{a’ + Hw\ v ou gque p| Am — 15’} ; mais par passage au conju-
gué, si p divise I'un, alors p divise 1autre.
Done p divise les deux, puis par somme et différence, on obtient : p{24’ et p|2ib’ dans Z]i].
En passant 4 la norme, on en déduit: wm Trm of nmummﬁ dans Z.
Mais on sait que p est impais, et dong p|a’ et wwww
Contradiction !
— On peut donc écrire p = Xy dans Z[i], avec en plus N(x) # 1 # N(y) (ce m& signifie, wwuw&odmiwm
que x et y peuvent étre pris non- mﬁnmmmwwmmw
FEn passant 2 la norme, on obtient : p° = N{x}N{y); puis, p étant premier, on obtient: p = N(x).
En conséquence, p € Z, dottp = 1 [4].
Ainsi, on a montré que les facteurs premiers congrus & 3 modulo 4 sont “dans” le 4%, C'est-2-dire
d'exposant pair. -
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