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— Existence : soit k = deg{w,), soit x € F.

On note P, le polyndme unitaire engeandrant I'idéal :
{P € KiX] / P(u)(z) = 0}

et
B, = {P(u)(z) / P c K[X]}.

Soit 2 € E tel que P; = m, {une preuve de U'existence d’un tel x est
donnée en fin de document).
Le sous-espace vectoriel F':= EF, est de dimension k et est stable par u.
On pose :

e1 =T,e3 =u(x),...,ep =u" Hz).

Alors (eq, ..., ex) forme une base de F' car deg(Fy,) = k (plus de détails
sont donnés en fin de document).

On compléte (e;,...,er} en une base {ey,...,e,) et on considére la base
duale {e], ... el).

On note G = I'® o0 T == vect{{ w(e}),i € N}) (orthogonal vis-d-vis du
dual).

(7 est un sev de E stable par w car T' est stable par .

Montrons F @ G = E :

- NG ={0}:
On remarque que l'on a, pouri 4+ 7 < k,
{'(er),e5) = (e, u'(es)) (1)
= (€%, Eits)
= .mlT.u‘u.mn.

Donc siy € FOG, {(%'(ef).v) =ei_,(y) =0pour 0 <i <k —1, done
y=0.

~dimF+dimG=mn:

On a 7w, = m, donc dimT < k (on peut aussi dire que (id,u, ..., u*)
est lide done (e}, ule}),. .., u®(el)) aussi), donc dm G =n —dim I >
n—k.

Dol dim £ + dim G 2 n, d'oll le résultat.

On note P le polynéme minimal de v g (n, = P, = Py) et P le polynéme
minimal de g, on a Py | Py car P = m,.
Puis on recommence sur -

Unicité : solent Fi,...,F. et Gi,..., G, vérifiant les hypotheses du théo-
réme.
On note Py = my,,, et Q; = Ty, -
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Proposition.
Il existe x € E tel que Py = m,.

Démonstration. Soit m, = Q7" ... Q7" avec Q; rréductible unitaire, oy > 0.

—soit ¢ € {1,...,1}, soit R tel que 7, = @ R.

0 =m.{u) = Q7" (u) o R(u)

Dene
Im R(u) C ker Q7 (u)
3i
Im R{u) C ker Q% *(a)
alors

QP (o R{u) =0
done m, | Q¥ 'R, or deg Q¥ 'R < degm,, donc il existe a; € Im R{u)
tel que Q5 (u)(a;) # 0.
Mais Q3 (u){a;) = 0 done By,
(J; est irréductible.
En résumé, pour 1 <4 <[, il existe a; € E tel que P, = Q.

& donc P, = Q% car Py, f Q%! et

— Montrons que :
PonPy=1== P, , =F,P,
On a
PePylu)(@ +y) = PePy(u)(z) + PoPy(u)(y) =0
Done Poyy | PePy.
D’auire part,
Prty(ul(y) = —Fpiyy(u)(z)

Donc

PPy (u)(y) = \WQHUHL.@AEUAHV =0
Done Py | PpPyryy et P APy =1donc Py | Ppyy-
De méme, Py | Pryy donc PpP, | Ppyy car Po AP, = 1.
Dol PPy = Pyyye

— Alors pour 1 <4 < I, il existe a; tel que Py, = Qf et Q2 A Q7 = 1 pour
i # 7, donc :

N
.NUH H mwpa.ﬂﬂ‘

i=1
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