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— FEtape 5 : exp(C[A]) est fermé dans exp(C[A]}. On a :

CIA]*\ exp(ClA]} = U M exp{C[A]} .
METIA \exp(CIAD — omamr
En effet,
CIA]*\ exp(C[A]) = U M{exp(0)} C { M exp(C[A])

MeCLA]* Y exp(CIAT} MeTIA* \ exp{Cl{AD

et si M € CLA|*\ exp(C[A]) et N = Mexp(B) avec B € C[A], alors N < C[A]*
et M = Nexp{—B) &€ exp(C[A]) donc N & exp(C[A]).

— Conclusion : Par connexité de C[A]*, on a exp{C[A]) = C[4A]*. [
Corollaire 2

_ exp(M,(C)) = GL,(C).

B> Soit A € GL,(C). On a A € C[A]* = exp{C[A]) C exp(M,{CT)). 1
Corollaire 3

munwﬁu\/\ms@m@v = mew“ Ae Qﬁ:ﬁﬁvw

> Soit M € M, (R). Alors exp(M) = exp(M/2).

Soit M = A* € GL,(C). Alors il existe P € C[X] tel que exp(P(4)) =
A. Comme A est a coeflicients réels, exp(P(A)) = exp(P(A)) = A = A donc
exp((P + P)(4)) = B € exp(R[A]} C exp(M,(R)). O
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inversible pour ¢ petit. Soit donc a > 0 tel que F(a) € GL,(R}. Alors, en intégrant
Wz + ) = Y{xyd(t), on obtient

\M "z + )t — p(a) \M “edt e wle) = Fla) ! \ @t

Donc 9 est dérivable. Alors, de ¥z +1) = #(z)4¥(¢) on déduit ' (z+t) = ¢ (£ (x)
d’oft, pour ¢ =0, ¥ (&) = ¢¥'(0){z). En notant A = 9'(0), on obtient

vt e R, H(t) = ™.

— Ftape 4 : A est diagonalisable. Comme ) est 2r-périodique, et = 41274 —

e donc e¥™ = [, On a done Sp(e?™) = {e®™ A € Sp(A4)} donc
YAESpl4), =1 ieAcil

De plus, si A = D+ N est la décomposision de Dunford de A dans M,,(C), comme
D et N commutent, on a I, = 2™ = 2PV Or D est dizgonalisable et a les
mémes valeurs propres que A, donc &*™ est diagonalisable et ses valeurs propres
sont {e*™, A € Sp(4)} = {1}. Donc e¥P = I,,. Ainsi, e = [,,. Si, par Pabsurde,

N £ 0, on a, pour X € Ker N*\ Ker N(# 0),
X =X LrNX £ X

ce qui contredit e*™ = I,,. Ainsi, N = 0 et A est diagonalisable dans C.

Etape 5 : Conclusion. A est diagonalisable dans C et ses valeurs propres non
nulles sont conjuguées et dans iZ, donc il existe ky,..., & € Z" et P € GL,{(C)
tels que A = Pdiag(iky, —iky, ..., ke, —iky, 1,.. ., 1}P7L. Alors,

\ etk /

mliﬂ

ik

Vi C HWM mmm, =P m\a..ﬁe

Or, pour 8 € R,

PG i 1 - 1\t
Ao mévnT i.vmmf l.v .
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Etude de O{p, q)

Voir H2G2

Théoréme 1

Scient p.q # 0. On a un homéomorphisme

O(p,q) = O(p) x O(g) x R¥.

> — Etape 1 : Application de la décomposition polaire. Soit M € O(p, g). Soit
(0,5) € O(n) x ST (R) (n = p + ¢) la décomposition polaire de M. Montrons
que 0,5 € O{p,q).

Posons T = 'MM = 5° Comme M € O(p,q), on a ML, M = I,, donc
ML, M = 1, doit M € O(p, q). On en déduit que M < O(p, ). Ainsi,
S =T € Op,q). Comme 7" € STH(R) et exp : S,(R) — S/ T(R) réalise un
homémorphisme, il existe U € S,{R) tel que T = exp(U). Alors,

T € O(p,q) Th'T = I,

T =T g

exp (*U) = L2 exp(—U) I
exp () = ex0 (~ 51U )

U="U=-LI,,

g

N O A

Ulpy+ LU =0

!

4

U U
4=  Texp Amv = I lexp Aﬂv Ing

st u U U\?
d’olt exp 5 ) € O(p,q). Or exp 3) € S.(R) et exp 7} = 7T done, par
unicité de la racine carrée dans S,(R), ona § — exp AWV € C(p, q)- On en déduit
que O € O(p, q).

e
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