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L'entier r étant le nombre minimal de termes non nuls d’une solution non triviale
de (5), ona¥j € [2, 7], 0(y)y; — yi0(y;) = 0, soit o(yy;7') = y,¥;" donc ¥j
(2,1, ny; e 17, Ainsi pour tout 2 < j < r, il existe z; € Cum% tel que y; =%,¥;-
Laligne de ($) correspondant a o; = id; devientalors : i, y, +X,%, Y+ ~+x,2,.¥, = 0
done comme y; # 0, on a x; +x,2, +---+x,%, = 0, de sorte que (xy,...,X,} est une
famille lide, ce qui contredit 'ypothése initiale. Donc m < n < +00 et finalement
m=n.

3 Notons G le groupe des L¥-automorphismes de L. Il contient & de maniére évidente.
Montrons que G est fini. Soit (a,...,a,) une base de L sur L7, TI;,..., 11, les poly-
ndmes minimaux respectifs des a; sur L¥ et f =1, . ..TI, € L¥[X]. Soit R Pensemble
(fini) des racines de f dans L. Comme II ;{a;) = 0 pour tout j, R contient {a,,...qa,}.

I
De plus, si x = Y. a.q; € L, ot @; € L¥, alors, pour tout élément o de G, on a
i=1
T
o(x) = a,0(q). Celanous assure que v: G — G(R) est injective et donc
=1 o — oy
que G est fini.

On a L7 c L% C L par définition de G, et L C L¥ C [ car H € G donc I = L6,
Selon la conclusion du deuxigéme point, on a |G| = [L : I4] =[L : L¢] = [H| donc
G=H.

1

Quelques précisions mﬁmmwmﬂmuﬁmﬁmm ce développement s’inscrit dans une théorie plus
générale, la théorie de Galois. Ftant donné une extension de corps L /K, on s’intéresse 4 son
groupe de Galois Gal(L/K) qui est le groupe des K-automorphismes de corps de L. Le résultat
majeur de cette théorie est la correspondance de Galois entre les corps intermédiaires K ©
M C L et les sous-groupes H de Gal (L/K) :

Théoréme 1

Si L/K est une extension galoisienne, les applications Fix : H ~» ILH er Gal : M —
Gal(L /M) sont réciproques 'une de Pautre, oit LY, comme défini dans I'énoncé du théo-
réme d’Artin est appelé sous-corps fixe de I associé 3 H
Il est remarquable quen vertu du théoréme d’Artin, toute extension finie vérifie Gal o
Fix =id.
Définition 1
Soit L /K une extension algébrique. On dit que c’est une extension galoisienne si .58 &/K) =
K.

On suppose & présent que K est un corps parfait, Cest-a-dire que si L /K est une extension
algébrique, alors tout polyndme de L{X 1 n’admet que des racines simples dans son corps de
décomposition — I est dit séparable. La plupart des corps usuels sont parfaits : Q, R, C, les
corps finis. En revanche pour p premier, F,(T) n’est pas parfai.

Définition 2
L'extension algébrique I/K est dite normale si tout polynéme irréductible f e KX}
admettant une racine dans I se décompose en produir de facteurs de degré 1 dans L.

Par exemple C/R est une extension normale.
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1—p(M N
— Sip(MIN)< 1, on fixe £ = ||bﬁN|L
subordonnée ||[-[]] telle que {I[MT'N}i] < p(MN)+ ¢ < 1. Donc pour la norme || - ||

associée, on a pour tout k, || e, [I< [||M *V|{{* || e5 || done »:wﬁoo e, = 0 si bien que

et le lemme nous fournit une norme

{up )x converge vers w.
~— Si p(M™'N} > 1, soit A valeur propre complexe de module supérieur ou égal a 1,
et it = {iy + iil, un vecteur propre associé. Comme pour tout k, (M N )*i = A4, 1a
méthode itérative ne converge pas pour uy =u + 1.
O

Décrivons maintenant quelques cas particuliers de méthodes itératives :
— Meéthode de Jacobi : M = Diag(a,,...,a,,) =D etN = DA OnnoteJ = D"{{D—A)
— Meéthode de Gauss-Seidel : M = D —E ot D = Diag(a;, . .., a,,) et E = —A,,, partie
triangulaire inférieure stricte de A. N =—A_, =F. On note % = (D—E} 'F.
—1
— Méthode de relaxation : M = = EetN — ~—2DiF, & — Am |mw ﬁumw + mu
[ « (O] (3]
Proposition 1

SiA esr une matrice tridiagonale, p(%,) = (p(J))?. La méthode de Gauss-Seidel a donc
une vitesse de convergence double de celle de Ia méthode de Jacobi.

by K
. e e . b T,
Démonstration. Remarque préliminaire : introduisons pour y # 0, A(u) = Kz . 2 .
(0 pa,

ouA=A(1). Alors A(u) = Q(uIA(1)Q(u) " o1 Q(u) = Diag(u, 42, .. ., 1), donc detA(p) =
detA{1).

Les valeurs propres de J sont les racines du polyndme caractéristique p, {1} = det{ D (E+
F}—AlI), ce sont aussj celles de q,{A) = det(AD—E—F). De méme, les valeurs propres de &,
sont les racines de p, (A1) = det((D—E)™'F —Al), et celles de g o (A)=det(AD—AE —F).

Mais selon la remarque préliminaire, pour tout A € C*, g o, (M%) =det(A2D—A*E—F) =
A" det(AD —AE—AT'F)=A"det(AD —E—F) = A"q,(A).

Donc les valeurs propres non nulles de %, sont les carrés de valeurs propres non nulles
de J, ce qui permet de conclure. O

Proposition 2

Le rayon spectral de X, est strictement supérieur & je — 1. La méthode de relaxation
ne peut domnc converger que si « €0, 2[.

~ . . w LHI .
Umuuo:mﬁmﬂon.bmgmgnm&eﬂ ﬁl Em u h'&@ wa v mmﬁﬁwmommbmmgmnomﬁbmmﬂo-
w w

duit de matrices trigonalisables et en notant A,,..., A ses valeurs propres avec multiplicité,
ona

mmﬁﬁleu;v I 1w,

n ] i=1 i
| [Ai=dettz) = @ = @ —(l—w)
i=1 det ﬁmlmw I 4t
w =l w
Donc p(Z,,)" = |det(£,)] = |1 — w|” de sorte que p(£,,) = [w—1l. (]

2
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Enacte
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