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62 THROREME DE JOHN

Notons que si § € Sym™¥¥(n) et A > 0 vérifient AB C By alors [|S|] < A2 Fun effet, si | X} < 1 alors
AX € Bg done {(VSX,VIX) = {5X,X) < A2 et il sensuit que v < A7t don [[S] < A2

Puisque K est borné, 1 existe r > 0 tel que K C rB ie. K C Bg, ot Sy = 7 2L,. On cousidére alors
Veusemble
C={SeSym ¥ (n); KCBs et u(S) > pu(S)}

qui est un ensemble convexe {(du fait de la convexité de y), non vide (puisque Sp € C) et fermé (le seul
point non trivial est que la limite d’une suite d’éléments de C reste symétrique définie positive ce qui
est assuré par la condition u(S) > pu(Sp) i.e. det § > det Sy > 0). Comme 0§ est un point intérieur de K,
il existe A > 0 tel que K contienne AB et il résulte donc de la remarque ci-dessus que [|S)} < A2 pour
tout S € C. L'ensermble C est donc compact. La fonction i est continue sur le compact € donc admet
un minfmum qui est atteint exactement une fois du fait de l1a stricle convexité de p. |

Application. — Tout sous-groupe compact de GL,{R) est conjugné 3 un sous-groupe du groupe
sxthogonal.

Démonstration. — Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). on pose K = C AB. Alors K est
’ Ac

compact (car image du compact G x B par Papplication continue (4, X) — AX) qui contient 0 dans

son intérienr {(puisque B C K) donc K est contenu dans un unigue ellipsoide Bg de volume minimal.

Soit B € G alors {d’aprés la définition de K}, on a BK = K d’oft BPK = K pour tout p € Z or
B C K C Bs, donc B C BBg, pour tout p € 7Z et il s’ensuit 1 = u(L,) < [det B u{So) pour tout p € Z
donc |det B| = 1. St on pose R = “BSB alors R € SymtT(n), K C By ot det R = det S donc R = §
par unicité de Pellipsoide Bg. O

L.econs concerndes
22 Déterminants. Applications
25 Formes quadratiques. Applications
30 Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie; convexité. Applications

Référence

M. Alessandri, Thémes de géoméirie. Groupes en situation géoméirique, Dunod, 1989.

Sébastien Pellerin
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34 ENVELOPPE CONVEXE DU GROUPE ORTHOCONAL

d’ol d’aprés Uinégalité de Canchy-Schwarz

Tr (AM) < ) | | Aell, (M el <5 [l Aeslly 1524l el
= . i=1

Mais [| M|z < 1 hoplique que §A7* |}z < 1 et 1a base (e1....,e,) est orthonormale donc

Tt (AM) <Yl desll; < D [1905e:], = Y [Sel,

i=1 i=1 i=1

et on a finalement bien Tr (AM)} < sup Tr (AQ). O
Oe{n)

Ou rappelle qu'un élément U de B est dit eztremal si toute éeriture du type U = Wﬁ\ + W) avec
VW cBimpligue T =V = W.

*Hﬁmowwwpm- — O{n) est Uensemble des points extrémauz de la boule unité. m

Démonstration. — Notons tout d'abord que si ||U]] < 1 alors U w’est pas extrémal; en offet, si 7 = 0
alors U = 2(1+ (—1)) et si U # 0 alors U = i A§Q+ 2- ﬁwi.@&
D’autre part, tout élément U € O(n) est extrémal; en effet, berivons U = 1(V + W) alors, pour tout
T €ER" ona2Uzr=Vz+ Wz doi
4z = 202l = [Va® + [Wall* + 2Va, W) < IVI2 [l + §WI2 =% + IV lzl? < 4 )
ce qui implique que les inégalités ci-dessus sout en fait des égalités i.e. on a

Vel =l . Wzl =zl e (Vz,Wa)=||Vaf {Wz|;

la derniére égalité mmplique que Vi et Wax sont positiverent, lés ot le denx premiéres monirent done
quonaen failt Vo =Wz, dou U=V =W.

Soit A un élément extrémal de la boule unité, on en cousidére tme décomposition polaire A = S0, ce
oni peut aussi s'éerire

dy
A= QD00 ot D= .
,
et 2,0 € O(n} et A,..., Ay 2 0. D’autre part on a [{A]] = [|DJf = sup &; done 6 < d; < 1 pour toub
1<ign
1. Supposons que I'un des d; soit non ul, par exemple dy # 0, et posans
1 2dy — 1
d. 4
.UH = 2 . et Uw” 2
d, dr,

puis V = QD100 et W = "QDpQ0 alors V # W, [Vl = |Dif] < 1, W] = D} < 1 et
A= W@. -+ W) ce qui contredit le caractére extrémal de A. Par conséquent, tous les d; sont nuls
ie. A= N0 =0 ¢ On). O

Sébastien Pellerin



