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On s’intéresse au probleme de Cauchy

X' = f(th)
{ X(t()):wo (1)

ou f:U — R™ avec U un ouvert de R x R™ et (tg,z9) € U.

Définition. On dit que f est localement lipschitzienne en X si pour tout
(t1,21) € U, il existe un voisinage V' de x1, un voisinage W de ¢t; et k > 0
tels que pour tous z,y € V et tout t € W, || f(¢,z) — f(t,y)|| < kl|lz — v

Théoréme.
Si f est continue sur U et localement lipschitzienne en X, alors (1) admet une
unique solution maximale.

Démonstration. f est continue sur U donc (1) est équivalent &

t
X(t) =20+ | f(u,X(u))du. 2)
to
Soit V' € V(xzg), W € V(to) et k > 0 comme dans la définition du caractere
localement lipschitzien de f, on peut supposer W x V borné. On note M :=
supyy x v f-

On se place sur un cylindre de sécurité : soit r > 0 tel que B(zg,r) C V
et soit T' > 0 tel que [to — T,to + T] C W. On note F 'espace des fonctions
continues de [to — T, to+ 7] dans B(x¢,r) muni de la norme infinie, il s’agit alors
d’un espace de Banach.

On définit U'opérateur ® sur F par

O(Y)(t) :=xo —|—/t fu, Y (u)) du.

Il faut d’abord que F soit stable par ®.

|D(Y)(t) — 20| < |t —to|M <TM



donc en choisissant 7' < 17, ®(Y) est bien a valeurs dans B(zo,7) et donc @
définit bien un opérateur sur F (ce choix garantit aussi que le cylindre considéré
est bien un cylindre de sécurité).

Le but est maintenant de montrer que ® admet un point fixe en utilisant
le théoréme de Picard. En effet, ’équation (2) implique qu’une fonction X de
classe C! est solution de (1) si et seulement si elle est point fixe de ®.

On va montrer que ® admet une itérée contractante. Soit Y, Z € F, montrons
par récurrence sur p € N que

kP|

t —to|?
wel-To+], [00)0 - o(2)0] < T2y - 7.

Cette inégalité est vraie pour p =0 et

971 )(0) ~ e 2O < | [ 1 87 w) ~ £, 7(2) ()
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to p:
_kPTHE — g [P
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d’oui le résultat. On a donc, pour tout p € N et tous Y, Z € F,

kPTP
p!

[@(Y) = @(Z)[|e < 1Y = Z]loo-

Or B 0 donc il existe p € N tel que % < 1. D’apreés le théoréme
Pr p=too p:

de point fixe de Picard, ® admet un unique point fixe X sur F, qui est donc
P'unique solution de (1) sur [t — T, to + T

Cette solution se prolonge en une solution maximale. Supposons qu’il existe
deux tels prolongements X7 et Xs sur deux intervalles I; et Is. L’intervalle
I N I est non vide car il contient [tg — T, o+ T]. Soit J le plus grand intervalle
inclus dans I1 N I3 et contenant [ty — T, tg + T tel que X3 = Xy sur J. Alors
J est fermé dans Iy N Iy car X7 — X5 est continue. Si J # I; N I, alors on
peut appliquer 'unicité locale précédemment démontrée en I'une des bornes de
J et contredire la maximalité de J. Donc J = I N I, d’ou on déduit X; = X5
sur I; N Iy et, par définition de solution maximale, I; = I5. Finalement, X se
prolonge en une unique solution maximale. O




