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Théoréme 1.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit u € L(E).
Alors il existe une suite Fy,...,F, de sous-espaces vectoriels de E non réduits
a {0} et stables par u telle que :

(i) E=F&...®F,
(i) Vi€ {1,...,7},u; :=wp, est un endomorphisme cyclique

(iii) si P; désigne le polynome minimal de u;, on a :
Vi € {1,...,7”7 1},Pi+1 | Pz

La suite de polynomes Py,..., P. ne dépend que de u. On lappelle suite des
invariants de similitude de u.

Théoréme 2 (Réduction de Frobenius).
Soit u € L(E).
Soit Py, ..., P, la suite des invariants de similitude de u.
Alors il existe une base B de E telle que :

C(Py) 0
Matg(u) =
0 C(F)

ot C(P;) désigne la matrice compagnon de P;.
OnaP=m, et P...P. = xyu.

Lemme.
Soit u € L(E) un endomorphisme cyclique.
Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est égale d C(m,).



Démonstration. 11 existe x € E tel que (z,u(z),...,u" 1(x)) soit une base de
E.

Simy=X"4+a, 1 X"+ ... +ag, alors u"(x) = —a, u" (z) — ... — apx
car m, annule u. O

Démonstration du théoréme 1.

— Existence : soit k = deg(m,), soit z € E.
On note P, le polyndéme unitaire engeandrant ’idéal :

{P eK[X]/ P(u)(z) = 0}
et
Ey :={P(u)(z) / P € K[X]}

Soit = € E tel que P, = m, (une preuve de l'existence d’un tel x est donnée
en fin de document).

Le sous-espace vectoriel F':= E, est de dimension k et est stable par u.

On pose :

e1 =x,e9 = u(x),... e, =u"1(z)
Alors (eq, ..., ex) forme une base de F' car deg(P,) = k (plus de détails sont
donnés en fin de document).
En complétant (e1,...,ex) en une base et en considérant la base duale, on

montre qu’il existe ¢ € E* telle que p(ex) =1 et p(e;) = 0 pour i < k.

On note G =T° ou I' = {*u’(¢),i € N} (orthogonal vis-a-vis du dual).
G est un sev de E stable par u car I est stable par ‘u.
Montrons F& G =E :

- FNnG={0}:
On remarque que 'on a, pour i, j < k,
("u' (), ej) = (0, u'(e;)) (1)
= <SD7 ei+j>
= 5i+j,k'

On en déduit que si y € F NG est non nul, alors il existe 7 tel que
(tui(p),y) # 0, donc F NG = {0}.

—dimF+dimG=n:
D’aprés (1), la famille (¢, fu(e), ..., uF=1(p)) est libre et (id,u, . .., u*) est
liée donc (¢, ‘u(ep), ..., u*(v)) aussi, donc dim(Vect T') = k.
On en déduit dim G =n — k car G = (Vect I')°.

On note P; le polynéme minimal de U|F (my = Pr = Py) et Py le polynome
minimal de ug.

G est stable par u donc P | P.

Puis on recommence sur uq.



— Unicité : soient Fy,..., F,. et Gy,...,G, vérifiant les hypotheses du théoreme.
On note P; = Ty, €t Q; = T, -
i J

Supposons (Py, ..., P.) #(Q1,...,Qs).
On note p = inf{i, P; # @}, p existe car ), deg(F;) = n = . deg(Q;) et
deg(P;), deg(Q;) # 0.

Bp(u)(E) = Py(u)(F1) @ ... © Bp(u)(Fp-1)

car E=F&...8F, et Py(u)(Fy) =0 pour k > p et les F; sont stables par

u.

Or
Py(u)(E) = Pp(u)(G1) @ ... & Bp(u)(Gs)

et
dim P, (u)(F;) = dim Py(u)(G;) pour 1 <i<p-—1

car d’apres le lemme, il existe B; et B; telles que Matg, (u|r,) = Matg: (g, )-
D’ou :
0 =dim P,(u)(G,) = ... = dim P, (u)(G5)

D’ou @, | Pp, donc Q, = P, par symétrie.
O

Démonstration du théoréme 2. Soit B; base de I telle que Matg(u|p,) = C(F).
La matrice de v dans la base (B, ..., B;) est bien de la forme voulue.

Détails supplémentaires

Proposition.
Si k = deg(my), Ly est un sev de L(E) de dimension k, dont une base est
(Idg,u,...,ub1).
Sil = deg(Py), E. est un sev de E de dimension [, dont une base est (z, ... ,u'~t(z)).

Démonstration.

¢ : K[X] — L(F)
P+— P(u)

est linéaire, Im ¢ = L,,.

kerp = {P € K[X] / P(u) =0} = (my,)

Donc
L, = K[X]/(mu)

dont une base est (1, X,..., X*°1)

Idem avec



v:K[X]— FE

P+ P(u)(x)
O
Proposition.
1l existe x € E tel que P, = my.
Démonstration. Soit m, = Q7" ... Q;" avec Q; irréductible unitaire, o; > 0.

— soit ¢ € {1,...,1}, soit R tel que m, = Q" R.

0= mu(u) = Q¥ (u) o R(u)

Donc
Im R(u) C ker Q5" (u)
Si
Im R(u) C ker Q5! (u)
alors

Q" H(u) o R(u) =0

donc 7, | Q¥ 'R, or deg Q%" 'R < degm,, donc il existe a; € Tm R(u) tel
que Q% (u)(a;) # 0.

Mais Q% (u)(a;) = 0 donc P,, | Q%, donc P,, = Q% car P,, J Q¥ ' et Q;
est irréductible.

En résumé, pour 1 < ¢ </, il existe a; € E tel que P,, = @

a;
i

— Montrons que :
P, NPy=1= P, =P, P,
On a
PpPy(u)(z +y) = PuPy(u)(z) + PPy (u)(y) =0

Donc Pyiy | PPy
D’autre part,

Poiy(u)(y) = = Poyy(u)(z)

Donc
Py Pyyy(u)(y) = =Py Pyiy(u)(z) =0

Donc Py | PyPyiy et P, APy =1donc Py | Ppiy.
De méme, P, | Py4, donc PP, | Pyt car Py APy, = 1.
Dot P, P, = Pyyy.



— Alors pour 1 < ¢ <, il existe a; tel que P,, = Q5" et Q5" A Q;“ = 1 pour
i # j, donc :

l
P = P,, =m,
S L

1=1



