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Théoréme.
Soit p un nombre premier > 3.
Soit V' un espace vectoriel sur I, de dimension finie.
Alors pour tout w € GL(V'), on a :

- ()

ou (a) est le symbole de Legendre :
p

0 sia=0 modp
a . . L. .
() = 1 si a est un carré modulo p (un résidu quadratique)

p —1 sinon
et ot e(u) est la signature de u en tant que permutation sur Uensemble fini F,.

Démonstration.

— Soit k£ un corps et M un groupe abélien. Montrons que si k # Fo ou n # 2,
tout morphisme de groupe ¢ : GL, (k) — M se factorise par le déterminant.
i.e. il existe un unique morphisme de groupe § : k* — M tel que ¢ = d o det.
Si k # Fy oun # 2, alors D(GL,(k)) = SL,(k) (voir détails en fin de
document).

Lemme.
Soit G un groupe et M un groupe abélien.
Alors tout morphisme ¢ : G — M se factorise par G/D(G).

Démonstration. Pour z,y € G, ¢([z, y]) = [¢(x), ¢(y)] = e car M est abélien.
D(G) est engendré par les commutateurs donc D(G) C kerp, donc ¢ se
factorise par G/D(G). O



Donc ¢ : GL,, (k) — M se factorise en un unique morphisme :
@:GL,(k)/SL, (k) - M

tel que ¢ = Bom ot m: GL,(k) = GLp(k)/SLy(k) est la surjection cano-
nique.

Comme det est un morphisme surjectif de GL,, (k) dans k£* dont le noyau est
SL,(k), on obtient le diagramme commutatif suivant :

det

GL, (k) —2 s X

T
" det

GLa(k)/S L ()
avec det un isomorphisme. Alors :

@ =po(det) ' odetor = §odet avec § = po (det)

M<~—%2  GL,(k) —2 = >

S 7
GL,(k)/SLy(k)

La surjectivité de det assure alors 'unicité du morphisme § vérifiant § o det = .

Soit p premier > 3, montrons que le symbole de Legendre est I'unique mor-
phisme non trivial de F)* dans {1, 1}.
Le symbole de Legendre est bien non trivial car 2% = (—z)? donc :

X X
Fp—>IFp
s 22

n’est pas injective (p > 3) donc n’est pas surjective.

Si a:Fy — {—1,1} est un morphisme non trivial, ker o est un sous-groupe
d’indice 2 de F;. Or F est un groupe cyclique de cardinal pair donc ne
posséde qu'un seul sous-groupe H d’indice 2.

On a ainsi la partition F = H UxzH ou x ¢ H avec :

| 1siye H
a(y)—{ —lsiyexH

Ainsi, o est entierement déterminé donc est unique, c’est le morphisme de
Legendre.



— Le morphisme ¢ est un morphisme de groupes a valeurs dans un groupe abé-
lien. II existe donc un morphisme § : F¥ — {—1,1} tel que ¢ o det = ¢.
Il reste & prouver que ¢ est le symbole de Legendre. Pour cela, on montre
qu’il existe u € GL(V) vérifiant e(u) = § o det(u) = —1. Ainsi § n’est pas le
morphisme trivial et par conséquent ¢ est le symbole de Legendre.
Il existe une extension F,/F, de degré d = dim V' (a savoir Fpa). Vus comme
F-espaces vectoriels, V' et F, sont isomorphes. Il suffit donc de trouver une
bijection F)-linéaire de F, de signature —1. Or F est cyclique d’ordre ¢ — 1.
Soit g un générateur de ce groupe. La permutation x — gz de F, agit comme
le cycle (g,92,...,97 ") de longueur ¢ — 1. Sa signature est donc (—1)7 = —1
car ¢ = p? est impair.

O

Détails supplémentaires
Théoréme.
D(GL,(k)) = SL,(k) pour n # 2 ou k # Fs.
Démonstration. Pour u,v € GL,(k), [u,v] € SL,(k), donc :
D(GLy(K)) C SLy (k)

Pour montrer 'inclusion inverse, il suffit de montrer que toute transvection est
un commutateur (n > 2). Comme toutes les transvections sont conjuguées, il
suffit de le montrer pour 'une d’elles.
— Sin >3, alors :

In+ Evp=[In+ Ev 3,1, + E3 ]

— Si la caractéristique de k est différente de 2, alors :
I, + B9 =[I,+ E2,Diag(27',1,...,1)]
— Si card(k) > 3, alors, pour a € k, a différent de —1,0 et 1, on a :
I, + E1 5 = [I, + a®*(1 — a*)E; 5, Diag(a,a™*,1,...,1)]

O
Proposition.
Le symbole de Legendre est un morphisme.
Démonstration. Pour p premier impair,
(a) —a"7 dans F,
p
D’ou
5)-G)6)
p p p
O



