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Référence : Xavier Gourdon, Analyse, Ellipses, 1994, p.392.

Lemme.
Soit (E,d) un espace métrique complet.
Alors toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est dense dans E.

Démonstration. Soit (Up)nen une suite d’ouverts denses dans E.

Soit V' un ouvert non vide de E, montrons que V' N ((,,cy Un) # 9.

Up étant un ouvert dense, Uy NV est un ouvert non vide donc il existe rg < 1
et 29 € E tels que B(wg,70) C Uy NV.

Puis U; est un ouvert dense donc Uy N B(zg, ro) est un ouvert non vide, donc il
existe 1 < % et 11 € E tels que B(xz1,71) C Uy N B(xo,70).

On construit ainsi par récurrence une suite (B(z,, 7, ))nen telle que :

Tn < — et B(xpi1,7ne1) C Unp1 N B(xy,7)

1
n
Soit n,m > k, alors xy,, ., € B(xg,ry) donc d(zy, z,,) < % La suite (z,)nen
est donc de Cauchy, donc converge vers un élément z car E est complet.

De plus, pour tout n,m > n,x,, € B(z,,r,) donc d(xm,,x,) < r,. En faisant

m — oo, on obtient d(x,z,) < 7y, i.e. ¢ € B(xpn,Tn) C B(Xp_1,Tn—1).

D’ou :
T € ﬂ B(xp,rn) C ﬂ U,
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