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Lemme.
Soit (E, d) un espace métrique complet.
Alors toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est dense dans E.

Démonstration. Soit (Un)n∈N une suite d’ouverts denses dans E.
Soit V un ouvert non vide de E, montrons que V ∩ (

⋂
n∈N Un) 6= ∅.

U0 étant un ouvert dense, U0 ∩ V est un ouvert non vide donc il existe r0 ≤ 1
et x0 ∈ E tels que B(x0, r0) ⊂ U0 ∩ V .
Puis U1 est un ouvert dense donc U1 ∩B(x0, r0) est un ouvert non vide, donc il
existe r1 ≤ 1

2 et x1 ∈ E tels que B(x1, r1) ⊂ U1 ∩B(x0, r0).
On construit ainsi par récurrence une suite (B(xn, rn))n∈N telle que :

rn ≤
1
n

et B(xn+1, rn+1) ⊂ Un+1 ∩B(xn, rn)

Soit n, m ≥ k, alors xn, xm ∈ B(xk, rk) donc d(xn, xm) ≤ 2
k . La suite (xn)n∈N

est donc de Cauchy, donc converge vers un élément x car E est complet.
De plus, pour tout n, m ≥ n, xm ∈ B(xn, rn) donc d(xm, xn) ≤ rn. En faisant
m→∞, on obtient d(x, xn) ≤ rn, i.e. x ∈ B(xn, rn) ⊂ B(xn−1, rn−1).
D’où :

x ∈
⋂

n∈N
B(xn, rn) ⊂

⋂
n∈N
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