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Proposition.
f ∈ S(R)⇒ f̂ ∈ S(R)

Démonstration. Pour tout x ∈ R, t 7→ e−itx est de classe C∞ et pour tout q ∈ N,∣∣∣∣( ∂

∂t

)q

e−itxf(x)
∣∣∣∣ = |x|q|f(x)| ∈ L1

car f est C∞ et pour |x| ≥ 1,

|x|q|f(x)| ≤ C

|x|2

Donc, pour q ∈ N,
f̂ (q)(t) =

∫
R

e−itx(−ix)qf(x)dx

Montrons par récurrence sur p que pour tout p, q ∈ N, il existe gp,q ∈ S(R) tel
que :

tpf̂ (q)(t) =
∫
R

e−itxgp,q(x)dx

C’est vrai pour p = 0 car xqf ∈ S(R).
On suppose que c’est vrai à l’ordre p, alors par IPP :

tpf̂ (q)(t) = − 1
it

[
e−itxgp,q(x)

]
R + 1

it

∫
R

e−itxg′p,q(x)dx

gp,q ∈ S(R) donc lim
x→±∞

gp,q(x) = 0.

On pose gp+1,q = 1
i
g′p,q ∈ S(R), alors :

tp+1f̂ (q)(t) =
∫
R

e−itxgp+1,q(x)dx
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D’où : ∣∣∣tpf̂ (q)(t)
∣∣∣ ≤ ∫

R
|gp,q(x)|dx = Cp,q <∞

car S(R) ⊂ L1(R).
Donc f̂ ∈ S(R).
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