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Référence :
— [FGNO09] p.134-135 et [Gou94|, p. 192
Lecons :
— 124 - Polynoémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’'un endomorphisme en
dimension finie. Applications.
— 125 - Sous-espaces stables d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.
Applications.
— 128 - Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
Prérequis :
— lemme des noyaux.

Proposition 1 (Dunford)

Soit K un corps.

Soit E un K-e.v de dimension finie.

Soit f € L(E).

On suppose que Xy est scindé sur K.

Alors il existe un unique couple (d,n) € L(E)? tel que :

(i) d soit diagonalisable ;
(i) n soit nilpotent ;
(iii) f=d+n;

(iv) nod =don.

De plus, d et n sont alors des polynomes en f.

DEMONSTRATION :
— Ezistence. Comme X ¢ est scindé on peut I’écrire sous la forme :

S

xr =0 T =208

i=1

Si on pose pour i € [s] N; := ker(f — A\;idg)® on a alors par lemme des noyaux appliqué a
Xf:

E =ker(xs(f)) = PN,
i=1
On définit alors d et n de la fagon suivante :

d(x) := Nz

Vi € [s], Vo € Ny, { n(z) == f(z) — Nz

Il est alors clair que d +n = f, que d est diagonalisable (prendre une base adaptée a la
décomposition £ = @F_; N;) et que :

Vi € [s], Vo € N;, n%(z) = (f — Niidg)f(x) =0



Ainsi, si on pose o := max;(a;) et si on décompose x € E en © = x1 + ... + x5, avec
Vi € [s], z; € N; alors :

n®(z) =n“ <Z :m)

S
= Zno‘(zz) par linéarité
i=1
= 0 car n® = 0 sur chaque N;

Donc n est bien nilpotent.
Si on note, pour ¢ € [s], p; le projecteur sur N; parallélement & &, N; on a de plus :

VSC:SC1+...+SCS€E, 16S$Z€NZ,Z)\1PZ(ZE>:ZAZ$Z
i1 =

= Z d(i)
=d(x)
Le:

d = Z)\lpl (1)
=1

Démontrons & présent que les p; sont des polyndmes en f. Pour ¢ € [s] on définit le polynome

suivant :
Qi = H(X —A)%
J#i
Alors les Q; sont premiers entre eux et donc par identité de Bézout il existe Uy, ..., Us € K[X]
tels que :

Z UiQi=1 (2)
i=1
Posons Vi € [s], fi := U;Qi(f) = Ui(f) o Qi(f) et montrons que f; = p; ce qui donnera le
résultat voulu. Fixons i € [s].
* Pour tous ¢ # 7, xf|Q:Q; donc :
Vi#jfio fi = UiQi(f) o U;Q;(f) = UsU;(f) 0 QiQ;(f) =0 3)

Or d’apres (2 ) :

fi=idpo fi= D UQi(f) | o fi=>_fiofi=Ff]
j=1 j=1

Donc les f; sont bien des projecteurs.
* Montrons que (Im)(f;) = N;.
Soit y = fi(x) € (Im)(f;). Alors :

(f = Nidg)¥ (y) = (X = X)) (f) o UiQi(f)

Donc y € N;.

Réciproquement, siz € N; alorspar (2) onaz =, fj(x). Or,sij # i f;(x) = U;(f)oQ;(f) =0

car (X — \)™

Qj. In fine x = fi(z) € Im(f;).



* Montrons que ker(f;) = ®,2:N;.
Sij#ietxe Njalors fi(x) = Ui(f) o Qi(f) = 0 car (X — A;)*|Q;. La somme directe
étant le sous espace vectoriel engendré par la réunion on a alors &;.;N; C ker(f;).
Réciproquement, si z € E vérifie f;(z) =0 alors par (2 ) x = Z#i fi(x).OrVjes,ona
montré que f;(x) € N;, d’ot Uinclusion réciproque et le résultat.

En conclusion, p; = f; est bien un polynéme en f et donc d et n le sont également. Ceci

implique naturellement que d et n commutent.

— Unicité. Soient d’ et n' vérifiant (i), (), (iii) et (iv). Comme d’ (resp. n') commute avec n’
(resp. d') (par hypothése (iv)) et avec lui-méme, il commute avec f = d’ + n’ (hypothése
(#4¢)) donc avec les polynomes en f. En particulier d commute avec d’ et n avec n’. Le premier
résultat implique que d et d’ sont co—diagonalisables et donc que d — d’ est diagonalisable, le
second que n’ — n est nilpotente. De fait ’endomorphisme d — d’ = n’ — n est diagonalisable
et nilpotent, donc nul, d’ou le résultat.

Détails supplémentaires :
— n/ —n est nilpotente. Supposons que n? = 0 et n’? = 0. Alors :

p+q

(n' —n)P*e = E C 0 (=1)PTI7' P47 car n et n’ commutent
i=1

Orsii<gq,p+q—i>petdoncnPTi=0;etsii>qalorsn =0.In fine (n' —n)PT4 =0
d’ou le résultat (cf. [Gou94], p. 191).
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