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Résumé

Nous allons nous intéresser ici & une branche de la théorie des jeux, les jeux de
Gale-Stewart. Plus particuliérement, nous nous intéresserons a leur détermination. Apres
quelques rappels sur la théorie des ensembles, nous introduirons les différents concepts
utilisés dans la branche de la théorie des jeux qui nous intéresse. Nous verrons alors que la
propriété de détermination n’est pas une évidence, puis par le théoréme de Gale-Stewart,
que tout jeu ouvert ou fermé est déterminé. Nous nous attacherons ensuite & la démons-
tration du théoréme de Martin, qui généralise le théoréme de Gale-Stewart aux boréliens.
Enfin, nous interpréterons nos résultats et nous en déduirons une conséquence : I’existence
de la Hiérarchie de Wadge.
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Chapitre 1

Quelques rappels sur la théorie des

ensembles

1.1 Les axiomes de base : ZFC

Pour bien appréhender ce qui va suivre, commencgons par une contextualisation et
quelques rappels sur la théorie des ensembles de base. Ce premier chapitre n’a cependant
pas pour prétention de redémontrer a partir de l'axiomatique de base toutes les mathé-
matiques utiles & la compréhension de ce rapport. Seuls quelques points seront abordés,
et les preuves, si elles sont données, seront partielles. On pourra consulter [JEC03|, pour

une construction et des preuves formelles.

La théorie de Zermelo et Fraenkel

Dans ce rapport, nous utilisons les axiomes de la théorie des ensembles développée par
Zermelo, Fraenkel et Solen (ZF), c’est a dire les axiomes d’extensionalité, de la paire, du
schéma de séparation, de la réunion, de I’ensemble des parties, de I'infini, du schéma de

remplacement et de régularité.

L’axiome du choix

Rajoutons a présent l'axiome du choix a ZF pour nous baser sur le fameux ZFC.
Notons dés a présent que I’axiome du choix nous sera indispensable dans la suite (mais
pas forcément sous sa forme la plus forte), aussi bien pour la preuve d’existence d'un jeu

indéterminé que pour la preuve de détermination des boréliens.



1.2 Les ordinaux

Définitions

Définition 1.2.1 Ensemble bien ordonné. Un ensemble bien ordonné est un ensemble
muni d’une relation binaire réflexive, antisymétrique, transitive (relation d’ordre), linéaire
(totale) et bien fondée : I'ensemble ne contient pas une suite infinie d’éléments qui soit

strictement décroissante.

Définition 1.2.2 Les ordinauzr. On dit qu’un ensemble est un ordinal s’il est transitif
(i.e. tout ses éléments sont aussi des parties de lui-méme) et bien ordonné par €. La
collection des ordinaux sera désignée Ord par la suite. On notera indifféremment o < (8

ou « € (3, avec «a et 3 des ordinaux.

On définit le successeur d’un ordinal n comme : n* := (nU{n}). C’est aussi un ordinal.

Définition 1.2.3 Les ordinaux limites. Un ordinal limite est un ordinal non nul et non

successeur.

On définit w comme le plus petit ordinal limite, et on nommera ordinaux finis ou
entiers naturels les ordinaux plus petits que w, ce sont les ordinaux de la forme :

— 0=0<w,

— n+1:=n":=MnU{n}) <wavecn < w.

On définit également w; = w™.

Par exemple, on a :

3: =27 =20{2} =1U{1,2} ={0,1,2}.

Une preuve pratique : I'induction
Commencons par le principe simplifié :

Définition 1.2.4 Principe de récurrence sur w. Soit P(n) une propriété dépendant de
n < w. Si on suppose :

— P(0),

— Vn <w,P(n) = P(n+1).
Alors Vn < w, P(n).

On peut étendre ce principe de w a Ord :



Définition 1.2.5 Principe de récurrence transfinie. Soit P(«) une propriété dépendant

de a un ordinal. Si on suppose :
(V8 < a,P(8)) = P().

Alors P(«) pour tous les ordinaux.

Un lemme utile

Lemme 1.2.1 Soit X un ensemble. Alors il est en bijection avec un unique ordinal .

Ce lemme est utile, car il permet d’indexer tout ensemble X par des ordinaux. En parti-
culier, on se rappellera pour la suite que :
Pour tout ensemble X, il existe un ensemble J bien ordonné vérifiant les conditions :

— I =1xX],

— Pour tout g € J,on a |[{a € Jya < S} < |J].

Preuve. Tout d’abord, rappelons que tout ensemble X non vide peut étre bien ordonné
(le cas vide correspond a l'ordinal 0). C’est le théoréme du bon ordre de Zermelo, reposant
sur la création par induction transfinie d’une suite transfinie (c’est a dire une suite indexée
par les ordinaux) par l’axiome du choix, via l'utilisation d’une fonction choix f sur les

sous-ensembles non vides de X (la suite est de terme général ag = f (X \ {aq, @ < 8})).

L’existence de « vient du fait qu’il peut étre défini comme la borne supérieure de

I’ensemble d’ordinaux servant a indexer la suite transfinie.

L’unicité provient du fait qu’il n’existe pas de bijection entre deux ordinaux distincts.

]

Remarque Si de plus X est bien ordonné, alors il existe une bijection de X vers a qui

conserve ’ordre.

Définition 1.2.6 Ensembles de Borel. On définit par induction, pour X un espace to-
pologique et 1 < o < wy :
— X9(X) la collection des ouverts de X,
— IT%(X) la collection des fermés de X,
— AX) = E(X) NIL(X),
— X2(X) la collection des ensembles A = ] A4, on Vn < w,3 < a, A, € IIH(X),
(X)

a
n<w

— II2(X) la collection des ensembles A = (1] A, ot Vn < w,38 < a, A, € IIH(X).

a
n<w

(’est également la collection des complémentaires des éléments de X2(X),



— AL(X) = Z(X) NI (X)),

Quand le contexte sera clair, on omettra le (X).
On a alors acceés, avec ces définitions, a plusieurs résultats :

Proposition 1.2.1
— Pour a < wy, par induction, les éléments de X2 (X) et TI2(X) sont des boréliens.
— Toutes les collections considérées sont stables par pré-image continue.
— Il est facile de voir que X%(X) C X5(X), et il vient, pour a < 3 :

Yo (X) Cc ZR(X), Z(X) CIIj(X), IL(X)CIpX), IL(X)cCI3(X).

D’ou :

U Za(X) = U M (X).

a<w a<w

— L’axiome du choix dénombrable permet alors d’affirmer : tout borélien de X est

élément d’un certain 30 (X).

Définition 1.2.7 Hiérarchie de Borel. Les collections X2(X), TI2(X) et A2(X) sont
respectivement appelées classes additives, multiplicatives et ambiguées. La famille ordon-
née par linclusion formée par la totalité de ces collections (pour o < wy) est appelée

Hiérarchie de Borel.

1.3 Quelques notations supplémentaires

Notations

— Sionap<q<wet{fi},, une suite de fonctions composables (c’est & dire
q
telles que ce qui suit a un sens), alors on note : H fir=fpo fpr10...0 fim10 fy
1=p
— Pour n < w, X" représentera l’ensemble des suites & n éléments a valeur dans X,

et pour s € X", |s| = n désignera la longueur de s.

— Pour n < w et s € X", on notera s = (s;)i<n, Ol les s; sont & valeur dans X. La
suite vide sera notée () € X°. Par convention, si | = 0, (z;);«; désignera la suite
vide.

— On notera X ’ensemble des suites infinies & valeur dans X. L’ensemble des suites

finies a valeur dans X sera noté :

X< = U X",

n<w



— Pour s € X, on notera s = (s;)i<w, €t pour tout n < w, s|n = (s;);<,. De méme
sis€ X“etn<]s|

— Soient (s,t) € (X <°’)2. On définit, de maniére naturelle, la concaténation :

s; pour i< |s]

7

s°t € X avec (s7t) = .
ti—js) pour |s| <i < |t

On étend cette définition a (s,t) € X=“ x X¥ (alors st € X*). Dans la suite, on

omettra parfois le symbole « ™ ».

— Dans un jeu, on désigne par coup l’action d’une joueuse, et par tour un mouvement

de chacune des deux joueuses.



Chapitre 2

Les jeux infinis

2.1 Deéfinitions

Dans toute la suite, Y désignera un ensemble a plus de deux éléments.

Définition 2.1.1 Arbre sur Y. Une partie X de Y<“ est appelée arbre sur Y si :
— e X,
— VY(n,m) € W, m < n,{z;)j<n € X = (¥;)j<m € X (X est transitif),
— Vnew, (gj)j<n € X =Tz €Y, (x));<n z€X.
L’appellation arbre se comprend alors ; les nceuds étant étiquetés par des éléments de

Y, la racine par (), et les suites étant les chemins depuis la racine vers un neceud.
Soit n < w et X un arbre. On définit X|n = {zr € X, |z] < n}.
On définit également, toujours pour n < w, si (x;);<, € X :

Xayy,en =y € X, yln = (25)j<n}-

La dénomination d’arbre n’a pas été utilisée par Gale et Stewart ou Martin, mais on
la retrouve chez Grigorieff [GRI77]| et Fournier [FOUOQ9].

Dans toute la suite, X désignera un arbre sur Y.

Définition 2.1.2 L’application F. On définit F(X) comme I’ensemble des suites infinies

a valeurs dans Y, telles que chacun de leurs segments initiaux soient dans X.
Pour A C Y*, on définit, pour n < w et (z;);<, € X,
Atzjyen = {7 € A zIn = (25)j<n}-

j<n

Il est clair qu’on peut définir la réciproque de F ainsi : pour A C Y on a :
FHA) ={ueY™ 3yeY“uyecA}.

7



Dans toute la suite, A désignera un sous-ensemble de F(X) et I et II désigneront deux

"joueuses".

Définition 2.1.3 Jeu infini a deux joueurs a information parfaite (dit de Gale-Stewart).
On définit Gx(A) un jeu sur X, dont les régles sont les suivantes :
— L’une aprés l'autre, I et II choisissent un élément de Y. I commence.
— A chaque choix 7, on note x; € Y I’élément choisit. On doit avoir :
Vi <w, (z;)j<i € X.

— A la limite, un jeu infini "a été joué", ce qui ressemble & :

RVAVAYAY

II : 0

On note alors x := (x;);,, la suite définie.
— T gagne le jeux Gx(A) si z € A, et 11 gagne Gx(A) si x ¢ A.

Remarque La notion d’arbre permet d’imposer des régles tout en gardant la possibilité

de jouer le jeu a la limite.

Comme tout un chacun, I et II ne vont pas jouer au hasard. Formalisons donc le terme

de stratégie :

Définition 2.1.4 Stratégie. Soit Gx(A) un jeu. On appelle stratégie :
— pour [ une fonction o : {s € X, |s| pair} — Y tel que Vs € X |s| pair, s7o(s) € X.
— pour IT une fonction 7 : {s € X, |s|impair} — Y tel que Vs € X, |s| impair,
s"1(s) € X.

Remarque La définition est bien licite, car X est un arbre! (voir le troisiéme point de
la définition).

Définition 2.1.5 Jouer selon une stratégie. On dira donc que :
— I joue selon la stratégie o si, pour tout y € Y*, si II joue y en réponse a I (en

accord avec X)), la suite obtenue a la fin est :

o({)) powr i=0
oxy € X avec (0*y), = Y(i—1y/2 pour 4 impair
o <<(a * y)j>j<i> pour i # 0,14 pair

8



— 1II joue selon la stratégie T si, pour tout y € Y, si I joue la suite y (en accord avec

X), la suite obtenue a la fin est :

Yij2 pour 4 pair

x*7 € X avec (Yy*xT1), 1=
Y (y>7), o (<(0 * y)j>j<i) pour i impair

On définira, pour o une stratégie pour I et n < w :

oln = {<(0 * y)j>j<n,y € Y,y en accord avec X} .

De méme, pour 7 une stratégie pour [l et n < w :

TIn = {<(y * T)j>j<n,y € Y*, y en accord avec X} :

Pour ces derniéres notations, on parle de stratégie partielle.

Pour les représenter, on étiquettera les fleches de notre schéma. Par exemple, si I suit

une stratégie o et Il une stratégie 7, cela donne :

P RANFANAN
I 0)/ \xl/ \xg/ \

Ce n’est pas le tout de jouer selon une certaine méthode : encore faut-il que celle-ci

soit gagnante !
Définition 2.1.6 Stratégie gagnante.
— Une stratégie o est dite gagnante pour I dans Gx (A) si pour tout y € X, oxy € A.

— Une stratégie 7 est dite gagnante pour II dans Gx (A) si pour tout y € X, y*x7 ¢ A.

On peut déja remarquer que, si Gy(A) est un jeu, alors I et II ne peuvent pas avoir

toutes les deux une stratégie gagnante.

2.2 Déterminaison

Définition 2.2.1 Détermination. On dit que A est déterminé si et seulement si Gx(A)

est déterminé, si et seulement si I ou II admet une stratégie gagnante.



Fort de cette définition, une question nous vient a l'esprit : tous les jeux sont-ils

déterminés 7 Essayons dans un cas simple :

Théoréme 2.2.1 Si A est (au plus) dénombrable, alors II admet une stratégie gagnante
dans Gx (A).

Preuve. On note A = {ai}iej, avec J < w et pour tout 7 < J, on note a’ = <a2>k<w. Par

I’argument de la diagonale de Cantor, on a une stratégie gagnante 7 pour II. En effet,

pour tout ¢ € J, on définit :
7 ((2))j<0i) = @iy + 1.
Ainsi, siy € X, on a :
Vi€ J,(y % T)yyy = iy + 1 7 ahiypy.
Donc

Vie Jysx1#ad, donyx*1 ¢ A

Ceci étant vrai pour y quelconque, 7 est bien une stratégie gagnante pour II.
m

Gale et Stewart se sont également posés ce genre de questions, et sont arrivés au travail

présenté ci-apres.

10



Chapitre 3

Le travail de Gale et Stewart

3.1 Justification de la notion de détermination
Les résultats qui suivent ont été démontrés par Gale et Stewart dans [GS53].
Théoréme 3.1.1 Il existe A une partie de F(X) telle que Gx(A) est non déterminé.

Preuve. Appelons Sy 'ensemble des stratégies de I. D’aprés le premier chapitre, on peut

trouver J un ensemble bien ordonné pour < qui permet d’indexer S;. On peut donc noter :
S[:{O'a, OéGJ}.

On définit de méme S;;, et par égalité des cardinaux des ensembles considérés, on peut

indexer par le méme ensemble J :

S[[:{TQ,OZEJ}.

Soit (o,7) € 8¢ X Sr7. On note :

Pi(o)={oxy, ye X} et Pry(r) ={yx7, z € X}.

Par induction, construisons un ensemble A indéterminable.

Soit 0 le plus petit élément de J. On choisit ay un élément quelconque de Pr;(7p) et

by # ap un élément de Pr(op) (licite car son cardinal est infini).

Soit B € J. On suppose que pour tout a < 3, a, et b, ont été choisis. Choisissons ag
et bﬁ.

On a une bijection (provenant de 'indexation) entre {b,,a < 8} et {a € J,a < S}.

11



Ainsi, par définition de J, [{b,, o < B}| < |J| = |S;|. L'ensemble Pr;(73) \ {ba, @ < B} est

donc non vide. On choisit ag dans cet ensemble.

De la méme maniére, Pj(og) \ {aq,® < B} est non vide, et on choisit bz dans cet

ensemble.
On note A = {a,,a € J} et B = {b,, a0 € J}.
On peut commencer par remarquer que AN B = (), par construction de ces ensembles.
Montrons par I'absurde que Gy (A) est indéterminé.

Supposons que I a une stratégie gagnante o dans Gx(A), c’est a dire que P;(o) C A.
Il existe donc « € J, tel que o = o,,. Par définition de b,, on a b, € P;(0,), donc b, € A.

C’est absurde par la remarque précédente.

De la méme maniére, si on suppose que Il a une stratégie gagnante 7, alors on a

Pr(t)NA=0, et il existe « € J, tel que 7 = 7,. Mais alors a, ¢ A, ce qui est absurde.

On a donc bien prouvé que A n’était pas déterminé!

]

Montrons maintenant le théoréme de Gale-Stewart :

3.2 Le théoréme de Gale-Stewart

Définition 3.2.1 Topologie sur F(X). On munit F(X) de la topologie produit. Soit
| <wetze F(X), on définit :

Vi(x) = {y, JzeY® y= <mj>j<lﬁz} )

La topologie produit est décrite comme la topologie issue de la base d’ouverts

Vi@l w2 e F(X)

Les propriétés de A (ouvert, fermé, borélien, ...) sont transposées dans la suite a Gx (A).

On parlera donc de jeu ouvert, fermé, ...

Théoréme 3.2.1 (D. GALE et F. M. STEWART). Tout jeu Gx(A) ouvert ou fermé

est déterminé.

Preuve. Commencgons par A fermé. Supposons que II n’a pas de stratégie gagnante, et

montrons qu’alors I en a forcément une.

12



Commengons par remarquer que [ a la possibilité de choisir (xo) € X tel que II n’ait
pas de stratégie gagnante a partir de (zg) (en effet, si ce n’était pas le cas, II aurait une

stratégie gagnante a partir de tout (x) € X, donc aurait une stratégie gagnante).

De la méme maniére, si I n’a pas de stratégie gagnante a partir de (z;),<2; € X, alors
pour tout ;41 tel que (z;)j<2i41 € X, il existe xo;4o tel que (z;)j<0ir2 € X et que II

n’ait pas de stratégie gagnante a partir de (x;),<2i1o.

Ainsi, en choisissant pour I un tel xo;15 & chaque tour, on crée une stratégie pour I

(on appelle une telle stratégie une stratégie défensive).

Or, on a :
(A est fermé) <= (F(X)\A est ouvert)

— ((xi)i@ ¢ A<= In<wV {x;+i}i<w , {zo, ""x"’x/rz+i>i<w ¢ A) :

C’est a dire que si I a une stratégie qui ne le fait pas perdre au bout d’un nombre fini

de tours, alors cette stratégie est gagnante.

Ici, la stratégie décrite vérifie la propriété annoncée, donc elle est gagnante, et donc
Gx(A) est bien déterminé.

Si A est ouvert, et qu’on suppose que I n’a pas de stratégie gagnante, on peut montrer
que II en a forcément une. En effet, il suffit d’utiliser un raisonnement similaire sur F\ A

qui est fermé.

m

Aprés la publication de cette démonstration en 1953, beaucoup de mathématiciens
ont essayé tour a tour de généraliser ce résultat (voir pour plus de détails la page 364 de
I'article de Matin [MAR?75]). Petit & petit, on I’a prouvé pour les éléments de X9, puis 39
et Y. Mais il a fallu attendre 1975 et la publication des travaux de Martin [MART75] pour

avoir une démonstration pour tous les %, o < wy, c’est & dire pour tous les boréliens.

13



Chapitre 4

Les travaux de Martin

4.1 Détermination des boréliens

Théoréme 4.1.1 (D. A. Martin) S’il existe a < w; tel que A € X2 alors Gx(A) est

déterminé. Autrement dit, les boréliens sont déterminés.

Preuve. On va ici se baser sur la preuve simplifiée qu’a publiée Martin en 1985 [MARS5|,
et reprise par Kechris [KEC94|.

Le schéma classique de preuve, appelé réduction, est le suivant : on essaye de construire
Y un ensemble, X un arbre sur Y et A une partie de F(X) tel que si G (A) est déterming,

alors Gx (A) lest. On raisonne alors sur G (A), construit pour étre plus simple que Gy (A).

Définition 4.1.1 Recouvrement. Un recouvrement de X est un triplet ()2' , T, @), tel que :

i) X est un arbre non vide (sur un certain ensemble Y),

ii) 7: X — X est monotone et conserve la longueur (i.e. Vs € X, |r(s)| = |s|). Ainsi,
I’application 7 induit une fonction continue de F(X) dans F(X) que I'on confond
avec T,

iii) ¢ associe a une stratégie & de I (respectivement de II) dans X une stratégie o de
I (respectivement de II) dans X, et on a : ¥V (n,m) € w? m < n,

a) ¢ (a|m) = ¢ (a[n)|m,
b) ¢ (5]n) = ¢ (5)|n.

iv) Si & est une stratégie pour I (respectivement pour II) et qu’on se donne z €
Pr(p(d)) (respectivement x € Prr(¢(d))), il existe & € Pr(o) (respectivement
T € Pr1(6)) tel que 7 (Z) = x.

Arrétons-nous un instant sur cette définition pour en comprendre le sens. On cherche &

trouver une stratégie pour 'une des deux joueuses sur Gx(A) en "simulant" une partie de

14



Gx(A) par une partie de QX(A). Pour "passer" de X a X, on utilise un "dictionnaire" qui
nous permet de traduire les coups joués sur X en coups jouables sur X : c¢’est I'application
7. Le but étant de parler de détermination, on a également besoin d’un "dictionnaire" sur
les stratégies : . Voyons maintenant ce que représentent les conditions :

ii) Pour que le "dictionnaire" sur les coups soit cohérent, il faut qu’il traduise un
" coup d’un joueur sur X par un i coup du meéme joueur sur X, d’ou la
conservation des longueurs.

iii) Il faut également que ¢ soit définie de maniére monotone sur les stratégies par-
tielles : une stratégie se construit "coup aprés coup" et & un instant donné, elle ne
doit pas dépendre du futur.

iv) On doit enfin s’assurer que les deux "dictionnaires" sont cohérents a la limite,
lorsque l'on regarde le résultat d’une partie : si I'un des deux joueurs a joué sur
X selon une stratégie ¢ () provenant de X, alors la partie doit étre 'image par
d’une partie sur X jouée selon &.

Voyons l'intérét d'une telle définition.

Lemme 4.1.1 Si (X, 7, ) est un recouvrement de X, alors Gx(A) peut étre "simulé"
par G (7 ! (A)) : les stratégies gagnantes sur G5 (7' (A)) vont correspondre par ¢ aux

stratégies gagnantes sur Gy (A).

Preuve. En effet, cela provient du point iv). Si on prend une stratégie gagnante ¢ de I sur
Ge(m ' (A)), et x € Pr(p (7)), alors par iv), on peut trouver & € P;(5) tel que 7 (%) = =.

La stratégie & étant gagnante, on a & € 7 * (A), donc = € A.

On raisonne de méme pour 7 une stratégie gagnante de Il sur G4 (7' (A)).
O
On note dans toute la suite A := 77(A) et k < w désignera un entier. On introduit

également :

Définition 4.1.2 k-recouvrement. On dit que ()E' , T, @) est un k-recouvrement de X si :
— (X, ¢) est un recouvrement de X,
— T|2k = T\ 2k,

— m restreint & T'| 2k est 'identiteé.

Cela veut dire que si (X , T, ) est un k-recouvrement de X, alors les k premiers tours

de G4 (A) sont identiques aux k premiers tours de Gy (A).

Lemme 4.1.2 Si (X, 7,¢) est un k-recouvrement de X, et & une stratégie sur Q;((fl),
alors ¢ (7) |2k = 72k.

1. En réalité, il faut voir ¢ comme une application définie sur les stratégies partielles de X dans les
stratégies partielles de X, d’ou1 la construction de la preuve du Lemme 4.1.3.
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Preuve. En effet, d’aprés iv), on a ¢ (¢) [2k C &|2k. Comme T2k = T|2k et que ¢ (&) et

o correspondent au méme joueur (d’aprés i)), on a bien finalement : ¢ (7) |2k = 7|2k.

Définition 4.1.3 Dénouer. Si (X, ,¢) est un recouvrement de X, on dira qu’il dénoue

A si A est a la fois ouvert et fermé dans F(X).

En particulier, si (X , T, ) est un recouvrement de X qui dénoue A, par le théoréme de

Gale-Stewart, G¢(A) est déterminé, et donc, par le Lemme 4.1.1., Gx(A) est déterminé.

Il suffit donc de prouver que pour tout A borélien, X admet un recouvrement qui

dénoue A.
O

Nous allons méme prouver un théoréme plus fort :

Théoréme 4.1.2 Si A est un borélien, alors pour tout k < w, il existe un k-recouvrement

de X qui dénoue A.

Preuve. Soit donc 0 < 8 < w; tel que A € E%, {Ai}_, € (U 23) tel que A = J 4;
a<f 1<w

0 a; < B. Prouvons par induction sur 8 qu’il

[o7R

et {as},., € w” tel que Vi < w, A; € X

existe un k-recouvrement de X qui dénoue A.

On commence par admettre temporairement le lemme suivant :

Lemme 4.1.3 Si A est fermé, pour tout k£ < w, il existe un k-recouvrement de X qui

dénoue A.

Comme un k-recouvrement qui dénoue A dénoue aussi F (X) \ A, on a le résultat pour
g =1
Supposons maintenant le résultat prouvé pour tout o < . C’est en particulier le cas

pour les {«;} Soit (X1, 71, 1) un k-recouvrement de Xy := X qui dénoue Ay. On a

i<w’
alors : Vi < w,m; ' (4;) € XY (X;) par stabilité de 'ensemble par pré-image continue.

Par récurrence, on définit, pour 0 < i < w, (X;11, Tiv1, @is1) un (k 4 i)-recouvrement de

1
X, qui dénoue <H W;rll_p (A;). Par la remarque précédente, 'ensemble dénoué est bien
p=1
défini.
Supposons que le lemme suivant est démontré :
Lemme 4.1.4 Pour tout i < w, on se donne (X;.1,m41,vir1) un (k + i)-recouvrement
de X; (avec la convention Xy = X). Alors, pour tout ¢ < w, il existe X, oo, €t Yoo, tels

que (Xoo, Too,is Poo,i) SOit un (k + i)-recouvrement de X, que ;41 0 T 41 = Moo, €6 que

Pi+1 © Pooi+1l = Pooyi-
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Alors, on a accés a {(Xoo, Too,is Poosi comme décrit dans I’énoncé du lemme. On a
) ) 7 'L<UJ

donc, pour tout i < w, 7TZ._+11 Too,i+1 © T ;- 11 en résulte que, pour tout ¢ < w, on a :

(H 7Tz—i—l p) (H Too,it1—p © Mog i— p> (Al) = Too,i+1 © 7To_ol,O (Al) :

Or, pour tout 7 < w, (H 7TH_1 p> ) € AO_ car (X;i1, Tit1, @itr1) dénoue

(H Ti p> . On a donc o i1 0 Ty (4;) € AL (X;). Par stabilité de I'ensemble

par la pré-image continue 7TO_OIH_1, on a donc 7T_1 (A) € AY. (X;). Donc (Xoo, Too0, Po0,0)
dénoue tous les A;. Ainsi, 7 = ! o (Ai) € Y mais n’est pas forcément fermé.
<w

Par le Lemme 4.1.3, on a accés a (X, 7, ¢) un k-recouvrement de X, qui dénoue

! (A4). Alors, on a (X, Too,0 O Ty Yoo © ), un k-recouvrement de X qui dénoue A.

7roo,0

Il ne reste qu’a prouver les deux lemmes utilisés.

Preuve. (Lemme 4.1.4) On a a disposition la suite de recouvrement :

k-rec. (k + 1)-rec. (k + 2)-rec.
X e (X1, 1, 1) (X2, 2, p2)

O rec. signifie recouvrement

D’oti, pour tout i < j < w :

Xi| 2(k+1) = X;| (2(k+1)) .

Suite a cette remarque, comme on veut un unique X, on peut y penser comme une

limite la suite {X;},_, :

SEXp<=Vi<w, (|s|<2(k+1) = s € X;).

Vi < w, Xoo 20k + 1)) = X;| (2(k +1)) .

En particulier, X, est bien un arbre. Soit maintenant ¢ < w un entier fixé, interessons
NOUS & Mg €6 Yoo ;-
Comme (Xoo, Moo is Poo,i) doit-étre un (k+1i)-recouvrement de X;, 7 ; est égal a I'iden-

tite sur X;| (2(k +1)).
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Pour une suite s plus longue, on prend j tel que |s| < 2(k +1i+ j), et on pose :

Tooi($) == < ﬁ 7rp> (s).

p=i+1

5]

La définition est licite, car ne dépend pas de 7, car pour tout {QJ —k<l<w,m(s)=

S.

On a bien 7, ; qui conserve la longueur, et qui vérifie le point ii). De plus, par sa

définition, on a bien ;1 0 Moo 41 = Mooy

Dans le méme esprit, concernant ¢ ;, pour o une stratégie sur X, on pose

Poo,i(0o)|(2(k 4 1)) 1= 00| (2(k +7)). Pour 0 < j < w, on pose :

i+j

oo (000) [(2(K + i+ j)) = < 11 90p> (00| 2(k + i+ 7)) -

p=it1
C’est bien licite, car, par définition de Xoo, 00o|(2(k 4 @ + j)) est une stratégie partielle
sur X;.

Par sa définition, ¢, ; vérifie bien le point iii), et on a bien ;11 0 Yoo it1 = Poo,i- 1l nE

reste dons plus qu’a vérifier le point iv).

On se munit donc de o4 une stratégie sur X, et de z; € Py(pxi(0a)) € F(Xi),

ou v = I ou II. Comme (X1, mit1,it1) est un (k + i)-recouvrement de X;, il existe
Tin1 € P91 (Po0i(00))) = PolPooit1 (000)) tel que migs (2i41) = i

Sur le méme principe, on trouve successivement, pour tout 1 < j < w, xj4; €

Po(Poo,iti(00)) tel que mij(Titj) = Tipj—1, c'est a dire tel que :

i+j
IT 7 | (@) = 2.
p=i+1

Or, les applications m; sont égales & l'identité sur les suites de longueurs inférieures
a 2(k+1—1). Ainsi, la suite (2;1;) <. converge dans F(X), par définition de X. Sa

limite est notée o ;, et on a :

Vi <w, ool (2(k 4+ 7)) = migy|2(k + i+ j)).

Pour tout 0 < j < w, comme on a Yo i+i(00)|(2(k + 1+ J)) = 00| (2(k + i+ J)), et

que Titj € Py(Pooitj(0s0)), o0 a bien Too; € Pp(0s0).

Enfin, par définition de T, on a 7Moo i(To0i) = x;. Le point iv) est bien vérifié, donc

le Lemme 4.1.4 est vrai.
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Preuve. (Lemme 4.1.3) Pour rappel, on veut montrer que si A est fermé dans F(X) et

que k < w, alors il existe un k-recouvrement de X qui dénoue A.

On fixe dons un tel A et un tel k. On cherche un triplet (X, 7, ¢) qui soit un k-
recouvrement de X, tel 77 !(A) soit ouvert et fermé dans F(X). Regardons pour cela
comment va étre joué le jeu sur X (on appelle dans la suite 7 la suite résultant du jeu

simulé sur X).

Comme on veut avoir un k-recouvrement de X, les k£ premiers tours sur X et sur X

doivent étre identiques. Notons {z;},_, ces premiers coups. On représente les débuts de

parties :
I: Zo Tok—_o
(Gx(A))
e
IT: 0 T Tok—1
I: Zo Tok—o
/ \ . \
(Gx(A))
e
IT: 0 T Tok—1

Introduisons une nouvelle notion, qui va nous servir dans la suite :
Définition 4.1.4 Sous-jeu. On dit que S est un sous-jeu de X si S C X et S est un
arbre.

Le sous-jeu S sera dit I-imposé si :
V(xj)j<an € S, Vaoni1 € Y, (x5)j<ont1 € X = (xj)j<ams1 € 5.
On définit de méme un sous-jeu II-imposé, si :

V() j<ont1 € S, Vaanyo € Y, (¥5)j<ont2 € X = (7;)j<2n12 € S.

On peut également parler de quasi-stratégie comme le font Martin [MART75| et Ke-
chris |[KEC94].

eme

Donnons maintenant le (k + 1) coup pour I : ce sera un couple (o, S;) ol xy

est tel que (z;)j<opy1 € X et tel que S; est un sous-jeu I-imposé de Xy, _,,, avec la

convention que IT commence le jeu sur X ). _,, .
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I: Lok—2 (z2k, Sr)

] NN/

II: 0 Tog—1

Le sens de ce coup est le suivant : I joue toujours un élément de Y, mais elle annonce

également qu’elle va restreindre ses prochains coups a Sj.
En réponse, II a deux possibilités :

Option 1. 11 peut gagner si I se restreint & S; : dans ce cas, A étant fermé, II peut
jouer un nombre fini de fois pour s’assurer la victoire (i.e. étre siir que la suite
infinie (z;);<, créée ne soit pas dans A). On a donc acces a u € X,

j)j<2k \4

le couple (xox11,u) ot u a été défini au-dessus et tel que xop 1 = Uogyiq-

tel que

7<2k’

|u|soit de longueur paire, et que u € (X 1)< On fait donc jouer a II

(x5) <2k

I: T2k—2 (wor, St)
(Gx(A))
/
IT: 0 Tok—1 (Tokt1, u

Si II choisit cette option, dans la suite, I et I joueront chacun a leur tour un élément
de Y (on reprend les notations habituelles), tel que pour tout i < w, (x;);<; € X,

et tel que z|(ju| — 1) = w.

Option 2. Sinon, II n’a pas de possibilité de gagner si I ne fait pas "d’erreur" (c’est
a dire que I a une stratégie gagnante). II joue alors un couple (x9x41, Srr) tel que
(%) j<ok+1 € X et que Sy soit un sous-jeu II-imposé de (S;)

F (S11) € A

(Tj)j<2k+1? avec

: . N ) .
2;);<ons1 (d'une certaine maniére, elle déclare forfait).

I: L2k—2 x?kaS[)

AN NN

11 : 1) Tok—1 (372k+17 SH

Ici, dans la suite, I et II joueront chacun & leur tour un élément de Y (on reprend

les notations habituelles), tel que pour tout i < w, (z;),;<; € Sir.

On a donc défini les régles pour le jeu sur X. Formellement, X est donc I’ensemble
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constitué de toutes les suites finies de la forme :

<$0, ooy L2k—1, (l‘%, SI) ) (I2k+17 (1; U)) y L2k+25 +- vy Iz>

ou

<=T07 ey L2k—1, (kaa SI) ) ($2k+17 (27 SII)) y L2425 -+ o) xz> )
dont les conditions sur tous les éléments sont définis plus haut.

I est facile de voir que X est un arbre (je laisse le soin au lecteur de définir correctement

Pensemble de base de X). Il reste maintenant & s’intéresser aux définitions de 7 et .

L’application 7 est définie naturellement comme suit :

7T(<$0; vy L2k—1, ($2k, SI) ) ($2k+1, ') s L2k425 «+vs xz)) = <$j>j§i,

Ou e représente un couple de la forme (1,u) ou de la forme (2, Syy).

Remarque Il est important de remarquer que, suite a la définition de X, on a :
€A Tory1 est de la forme (zopsq (2,577)) .

C’est a dire que II a choisi I’ Option 2.

Fort de cette remarque, on va pouvoir montrer que Ae A(l) (.7-" (j( )) En effet, A est
fermé comme image réciproque d’un fermé par 'application continue 7. C’est également
un ouvert car, grace a la remarque précédente, on peut voir A comme une union d’ouverts
de base de X (voir la définition 3.2.1 et la remarque précédente). Donc, si on arrive a

construire ¢, on aura bien construit un k-recouvrement qui dénoue A.

Reste a définir ¢. On va le faire de fagon assez informelle, pour ne pas alourdir ce
rapport. Pour cela, donnons-nous ¢ une stratégie (attention, elle n’est pas forcément
gagnante!) sur X. On va construire & partir de & une stratégie o sur X, de maniére a

vérifier les points iii) et iv) de la définition de recouvrement.

Cas 1. Supposons que & est une stratégie pour I, et construisons une stratégie o.
Pour voir comment simuler notre stratégie, on va simuler un jeu sur X ou I suit &,
et on va construire pas a pas ¢ sur le jeu sur X.
Pour les k premiers coups, on veut un k-recouvrement, donc on doit avoir o|2k =
©(7)|2k = &|2k. La stratégie & fait ensuite jouer (g, S;) a I dans X, et on pose
que o fait jouer xo, a I dans X.

On peut le représenter ainsi :
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I: Zo Z2 L2k—2 (wor, S1)
(Gx(4) /6 3 /& 3 /a S /5 3
IT: 0 i Z1 i x3 i Tok—1 |
I: | %o ! 7 ! Tok—2 | ok
Gxay | | | e |
II: 0 515‘1 $‘3 Tok—1
On a représenté (et c’est une convention pour la suite) les coups reportés d’'un jeu

a l'autre par les fleches — —. Les coups joués dans X par II en réponse a I sont

symbolisés par les fleches simples —. Enfin, les coups joués selon la stratégie o

sont décrits par les fléches simples étiquetées par celle-ci.

Voyons maintenant ce que peut répliquer I dans X en lien avec le coup de II dans

X.
I: Zo L2k—2 (z2x, S1)
(G (A) /5 /(, /&/
II: @ i ZEA1 i lef_l i 7
I: 3 2 l Lok 3 Lo, 3
ol NN\
IT : (é) $‘1 I21;—1 1’21‘g+1

Considérons le jeu G, := Q(SI)
A étant fermé, A,

(T5) j<2b+1 (]: ((SI)%')]'S%H)\ A<®’j)jgzk+1)- L’ensemble

<o Lest également, et donc le jeu considéré est ouvert, donc

déterminé.

Concrétement, I gagne ce jeu si, aprés les 2k + 2 coups décrits plus haut dans X,

tout en restant dans le (sous)-jeu Sy, la suite définie a la fin du jeu n’est pas dans

A.

Sous-cas 1.a. Supposons que I ait une stratégie gagnante dans G;. Cela signifie que

quelle que soit la suite y € Y* jouée par II aprés les premiers 2k + 2 coups qui
restent définis par (z;)j<or+1, I peut jouer dans S; de telle sorte que la suite
donc pas dans A.

est fermé dans F ((SI)<

définie en sortie de jeu ne soit pas dans Ag )., 1,

Or, comme A est un fermé par hypothese, A, Ij>j<2k+1>.

J1i<2k+1
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Comme déja vu, I n’a donc besoin que d’un nombre fini de coups pour s’assurer
la victoire dans Gy, et ceci peu importe les coups de II! On note cette stratégie
o1.

Alors, on fait jouer I dans X a partir de son (k + 1) coup selon la stratégie
o1. Il existe donc [ > k tel que w = (x;) <1 soit minimale pour la longueur
et que pour z € F(X), si z|(2l — 1) = u alors = ¢ A.

I: Zo Lok T2k+2 L2k+4
| / i AN
AN
N | O\
II: 0 i 1 3 Tok+1 i Tok+3 i Tai—1
I: 3 o 3 ok 3 $2l::+2 3 Toka 3
| AN N
Gx(A) | | / 3 / | | \ 1
IT: 0 90:1 $21L+1 $21L+3 letl
On peut alors associer & 1 dans X le coup (zopy1, (1,u)).
I: o x2’f—2 (xox, S1)
(G5(4) /6/ e "y
I S LT e
I: 3 51;0 3 x2;_2 3 x;k 3
| N | |
(Gx(4)) | T | |
1 : / : :
IT: 0 7 Tk 1’21‘g+1

Par définition des régles du jeu sur X, on a aux coups suivants :

23



I: Zo Tog—2 (w91, S1) T2k+2
(Gs(A) /6 | /0 o / | | -“\
IT: 0 i 1 i Tok—1 (o1, (1, u)) i Ta1-1
I: 3 T l Tok—2 ' Tok | Tok+2 |
II - 0 ) Tog—1 Tok+1 Tor-1
C’est bien licite, car par définition de u, II (dans X) va bien jouer les termes
d’indices impairs de la suite u, et I (dans X') va jouer les termes d’indices pairs car
elle suit la stratégie o;.
Enfin, pour les coups suivants (aprés 20 — 1), o suivra 4. Cela se résume graphi-
quement de la maniére suivante :
I: Zo xgk,SI Tok+2 To1—2 T e
(QX(A)) /6 3 G, - i / \ / \ /0 3 ;
1T : 0 i 1 (952k+17 (Lu))  Zopss Tor—1 i Tol41
I: 3 T ! Tok l Tok42 $2z 2 T |
A AN \ an ¥a
IT: 0 i $‘1 i T2k+1 i L2k+3 i Tal-1 Tol41
I: 1 T l Tok | Tokpz | Tog |
(G1) /\ \ o o, |
y : / ;/ ; / Y
IT: 0 1 Tok+1 T2k+3 Ta1—1

Sous-cas 1.b. Supposons maintenant que II ait une stratégie gagnante dans G;. On

définit ensemble suivant :

S]] = {u - (S[)

(@3)j<oms1 7 U n’est pas perdante pour II} .

Comme déja dit, on a A, fermé dans (S 1) Ainsi, S;; est un

]<2k+1 ]<2k+1

sous-jeu de G; dans lequel II est gagnante (on dit que c’est un sous-jeu gagnant
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pour II). On a donc S;; € F ! (A<x].>].§2k+1). Comme on a, par définition, S;; C
(S1) (2,9, can,, » OO PeUL faire jouer (a1, (2, 511)) & Il en k7 coup pour X (c’est
licite d’aprés ce qui préceéde).

Cependant, il semble qu’on puisse arriver & un probléme : en effet, dans la
simulation sur X les coups de II doivent se restreindre a S;;. Mais dans le jeu
sur X, ce n’est pas le cas. Si Il joue dans S;; dans le jeu sur X, la simulation
marche, et dans ce cas, pour la suite, on fait suivre & o la stratégie ¢ comme
dans le dernier sous-cas.

Mais il est aussi possible qu’au bout d’un certain temps, II joue un coup dans le
jeu sur X qui soit incompatible avec le sous-jeu S7;. Notons alors 21 —1 > 2k+1
I'indice & partir duquel la suite sort de S7;. Par définition du sous-jeu Si;, cela
signifie que, dans le jeu :

(( (SI)<$j>j§2zf1) \ A<=’Bj>jgzz_1> )

G = g<51)<x

J)i<21—1

I a une stratégie gagnante.
On se retrouve alors dans le sous-cas 1.a, ou k est remplacé par [ — 1. Dans ce

cas, comme A ) est fermé dans F ((SI)<$J_)J_<2[_1>, I n’a besoin que d'un

<11
nombre fini de cojlips pour s’assurer la victoire dans Gy, et ceci peu importe les
coups de II. On note cette stratégie o} .
Alors, on fait jouer I dans X a partir de son (k + 1) coup selon la stratégie
o. Il existe donc m > [ tel que u = (x;)j<2m—1 soit minimale pour la longueur
et que pour z € F(X), si z|(2m — 1) = w alors z ¢ A.
On fait donc jouer (zg41, (1,u)) a II dans X (ce qui n’affecte pas les coups déja
joués), et la suite des coups est réglée de la méme maniére que dans le sous-cas
l.a..

De cette maniére, on a bien construit ¢ de telle maniére que toute stratégie ga-
gnante pour [ sur X ait pour image par ¢ une stratégie gagnante pour I sur X.
Cas 2. Supposons maintenant que ¢ = 7 soit une stratégie pour II, et construisons

une stratégie 7.
De nouveau, comme on veut un k-recouvrement, on a (7)|2k = 7|2k. Mais pour
le coup 9, sur X, que reporter sur X ? (on doit au moins reporter o, dans le k"¢

coup de I sur X pour étre en accord avec la définition de ).
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I X 1) (1’2!4:7 ?)
~ A\ AN :
(G5 (A)) 3 \ 7 L 3
II: 0 i T i Top_1 3
T: : %o | ) : an
o | i L
IT : 0 T Tok—1
On va distinguer 2 cas, selon ce que II va jouer dans X a son k™ coup. Pour

cela, on va définir U I'ensemble des parties (représentées par des suites infinies) de

k™ coup dans X un élément de la

X(a;);<2 JOuces selon 7 telles que II joue & son
forme (29141, (1,)). Pour correctement ’écrire, on introduit :
— & l'ensemble des sous-jeux pour I sur X ). _,,,
— U := {u € Xioj);cons U] =2k + 1A lul est pair/A

35S € S, Top = (zan, Su) = 7 ((&5) jcon1 (T21, Su)) = (Tansn, (1, 1))}
On a donc :

U = {l‘ € .F(X<£Ej>j§2k)7 dn € w,x|n S U} :

On remarque que U est un ouvert de F (X, comme union d’ouverts. Ainsi,

jgzk)

le jeu :

est fermé, donc déterminé.
Sous-cas 2.a. Supposons que II ait une stratégie gagnante 7, dans G,. Cela signifie

que quels que soient les coups de I sur X (@;) 7 fait jouer & II un élément

§<2k)

de la forme (x99, (1,®)) pour son k"¢

coup. De plus, le jeu G, étant fermé, il
suffit d’'un nombre fini de coups a II pour étre siire de gagner. Il suffit en fait
de construire un élément de U en un nombre fini d’étapes.

Faisons donc jouer II dans X a partir de son £ coup selon la stratégie . 1l
existe donc [ > k tel que u = (x;) ;<91 soit minimale pour la longueur et que
uel.

Par définition de U, il existe donc S, un sous-jeu de X tel qu’on ait ’enchaine-
ment suivant : dans X, I joue (2o, S,), puis II joue un certain (zgpqq, (1)),
un tour qui soit cohérent avec la suite des coups dans X jusqu’au tour [. Apreés
cela, 7 suit simplement 7.

On peut le résumer ainsi :

26



I: Zo T2 (x%, Tok+2 Tl
~ T T \ N
(Gx(A)) \%\ \%, \ \T / \;,

II: 0 i T1 i Tok—1 (‘$2k+1, IQZ 1 i \ .

I: i 90;0 3 1‘:2 3 17?19 T2k+42 Ty
SN -\ AN
Voo /o N\ L

II: 0 i 9;1 i $21;—1 i Tok+1 i Toi—1

I: i fgo 3 1‘2 3 $2k 3 902;+2 3
3 AVAR N AN 3

(g2) ! \ | s l 7'2\ ! >27 cee
1 3 U 1 |

II: 0 ﬂgl x2;_1 $2I;+1 \%21 1

Sous-cas 2.b. Enfin, supposons que I ait une stratégie gagnante o; dans G,. On

définit alors, de la méme maniére que dans le sous-cas 1.b. :

S = {u € X(z,);<0,» U Dest pas perdante pour I} .

Comme U est ouvert dans X, ). _,., Sr est un sous-jeu gagnant pour I de Gs.

k™ coup dans X, par définition de U, 7 va

Ainsi, si I joue (xa, S7) pour son
faire jouer a II en réponse un élément de la forme (zox11,(2,e)) (sinon il y a

contradiction avec le fait que Sy soit un sous-jeu gagnant pour I). On en arrive

donc 4 :
I: xAO "712 (wak, ST)
l \ l \ 4‘ \

(G (A)) 3 %\ 7, \ 3 %\

IT: 0 i x1 3 Tok—-1 i (Tok+1, Str)

T | 2 | T | Tok |
Gxa) | 3 N 3

II: 1) $v1 le:— 1’2;+1

Pour la suite, tant que I joue dans X de telle maniére a ce que la suite de coups

dans X reste dans Sy, on utilise la stratégie 7 comme au début.
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Si au contraire, I joue un coup dans X qui fait sortir la suite construite dans
X, on se retrouve dans une situation similaire au sous-cas l.a. : Si on note 21
I'indice du coup qui fait sortir la suite de S, par définition du sous-jeu S7, IT a

une stratégie gagnante dans le jeu :

Gy 1= gX< ((X<xj>j§21)\u(wj>js2l) :

T5) i<

On se retrouve alors dans le sous-cas précédent, ot k est remplacé par [.

En effet, IT a donc une stratégie gagnante 7, qui lui fournit une suite finie
(Pensemble étant ouvert) appartenant & Ui,y _,, qui soit cohérente avec les
coups de I dans X.

On fait alors jouer II dans X a partir de son (k + 1) coup selon la stratégie
5. Il existe donc m > [ tel que u = (x;)j<a, soit minimale pour la longueur et
soit tel que u € U.

Ainsi, sans que les coups suivants soient changés, on remplace (za, Sy) par

($2k,X<xj>]—§2,) et (Tor41,(2,511)) par (zax, (1,u)).

On a bien défini ¢ de telle maniére que (f( , T, ) soit un k-recouvrement de X qui

dénoue A, ce qui permet d’achever la preuve du Lemme, et donc du théoréme de Martin.

]
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Chapitre 5

Remarques, interprétations et

conséquences

5.1 Sur l'axiomatique de base

Dans certains articles (par exemple [MART75]), on n’utilise pas 'axiomatique de ZFC,
mais une axiomatique plus faible, qui fait que I'on se pose la question de l'existence

d’ensembles infinis tels que les ensembles des parties d’un ensemble infini, par exemple.

Dans le cas ou Y = {0, 1}, Friedman a montré que, pour prouver la détermination
des éléments de X2, pour un certain o < wi, il fallait pouvoir construire Pow,(w), ot

Pow,(w) est la o™ puissance itérée de w.

Voyons a présent a quoi peut servir en pratique la notion de détermination (la remarque
a été lue dans [KEC94]).

5.2 Détermination et quantification

Commencons par traduire, pour un jeu Gy (A), la phrase « I a une stratégie gagnante

dans Gx(A) ». On peut I'écrire :

Az, Va1, I29, VI3, ooy (Tn)new € A.

De méme, on a :

« II a une stratégie gagnante dans Gx(A) » <= Vo, Ix1, Vg, Ix3, ..., (Tn)new ¢ A.
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Dire que le jeu Gx(A) posséde une stratégie gagnante revient donc a dire que :

(Fzo, Yy, 3w2, V3, ..., (T0)new € A) V (Yo, 301, VT2, 23, ..., (Tn)ncw E A) .

Or, on a déja remarqué que I et II ne peuvent pas avoir simultanément une stratégie

dans un méme jeu. Ainsi, dire que Gx(A) est déterminé revient donc a dire :

(3o, Vi, Jxo, Vg, ..y (X)) new € A) A= (Vg, Fz1, Vg, Jx3, .y () new & A))
V (= (Fzo, Yar, Jzo, Va3, ooy (Tn)new € A) A Vo, Jx1, Vg, I3, .oy (X0 new & A))

Soit :

= (Jxg, Vg, Jxe, Vg, ..., (Xn)new € A) <= (Yo, J21, V2, F23, .0y (Tn)new ¢ A) .

On a donc un analogue infini & la formule (ot n < w, P représente une proposition

logique, @ € {3,V} et Iz <= Vz et Vo <= Iz :

_'(Ell’o,VJfl,Ell’Q,vxg, ...,QSL’”,P({JJ]’}J‘SH)> <~ (on,Elxl,Va:Q,Elxg, ...,an,P({l’j}an)> .

Remarque Cette derniére assertion correspond a la détermination d'un jeu fini, lié a

€

la proposition P, qui sont donc tous déterminés! (on s’arréte au n“"® coup dans le jeu

infini).

5.3 Hiérarchie de Wadge

Voyons enfin une application a la détermination des boréliens a travers la hiérarchie
de Wadge.

Définition 5.3.1 Réduction continue. Soient E et F' deux espaces topologiques, A C F
et B C F'. On appelle réduction continue de A vers B une application continue f : EF —
F telle que A = f~'(B). S'il existe une telle réduction, on note A <y B. Si de plus, il
n’existe pas de réduction continue de B vers A, on notera A <y, B. Enfin, s’il existe deux

réductions continues respectivement de A vers B et de B vers A, on notera A =y B.
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Ainsi, si B <y C, la topologie sur C' est plus fine que celle sur B (celle sur B est plus

"simple").

On se place maintenant dans le cadre de ’espace topologique des suites infinies sur un

ensemble & plus de 2 éléments Y.
Lemme 5.3.1 La relation <y est un préordre sur les parties de Y*.

Preuve. 11 suffit de montrer que <y, est réflexive et transitive :

— Reéflexivité : Soit A C Y. L’identité convient bien, car elle est continue, et 'image
inverse de A par celle-ci est bien A, d’ou A <y A.

— Transitivité : Soient A, B, C' des parties de Y telles que A <y Bet B <y C. 1l
existe donc deux applications continues f et g allant de Y* dans lui-méme telles
que A= f"Y(B) et B=g"'(C). On adonc A= (go f)" (C) avec g o f continue,
donc on a bien A <y, C', d’ou le résultat.

m

Affinons un peu plus notre étude : on s’intéressera, a partir de maintenant, seulement

aux boréliens de Y, ce qui va nous permettre d’utiliser leur détermination pour prouver

le lemme suivant :

Lemme 5.3.2 (Wadge) Soient X et Z deux arbres sur Y, et A C F(X) et B C F(2)
deux boréliens. Alors, soit A <y B, soit B <y (F(X)\ A).

Preuve. On considére pour cela le jeu de Wadge WG (A, B) :

NVAVAVAN

II : 0

Les régles sont les suivantes :

— I construit la suite des (22;)j<w € F(X),

— 1II construit la suite des (2g9;11)j<w € F(Z),

— II gagne si et seulement si ((29))j<w € A <= (22j41)j<w) € B).

Supposons dans un premier temps que les jeux de Wadge sur les boréliens soient

déterminés.

Cas 1. Supposons que II posséde une stratégie gagnante 7. On peut alors voir cette

stratégie comme une application monotone ¢ : X <— Z qui conserve la longueur.
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Elle induit donc une application continue allant de F(X) dans F(Z), que 'on

notera également, par abus, ¢. Par définition d’une stratégie gagnante, on a donc :

(725)j<w € A <= ¢((725)j<w) € B,
d’otu :
A= Y(B).

On a donc bien A <y B.

Cas 2. Si c’est I qui a une stratégie gagnante, en remarquant que I gagne si et seule-
ment si ((29))j<w & A <= (22j41)j<w € B), on se retrouve dans le premier cas (au
premier coup preés), avec A" =Y et B = F(X)\ A, qui sont bien toujours des

boréliens (donc le jeu est par hypothése déterminé).

I1 ne reste plus qu’a prouver que si A et B sont des boréliens, alors WG (A, B) est bien
déterminé. Pour cela, on va montrer qu’il est en fait équivalent & un jeu de Gale-Stewart
Gr(M) ou L et M sont & déterminer.

Introduisons pour cela les projections p, et p; allant de Y% dans lui-méme : pour
(%;)j<n € Y™
P ((5)j2n) = (22)) < |
Et
Pp (j)jzn) = (T241) < mo1 |-

Ces deux applications sont monotones, et induisent sur Y les applications continues

suivantes (portant le méme nom par abus) :

Pp (7)) j<w) = (T25) j<w

Et

Pp (7)) j<w) = (T2j11)j<w-

Alors, si on définit
L:=p, (X)Np; (2),

On impose les deux premiéres régles du jeu de Wadge. De plus, si on se donne

M :={rxeL,(p(r) € ANpi(x) € B)V (pp(x) ¢ AApi(x) ¢ B)},

On impose la troisiéme régle. Le jeu GW(A, B) peut donc étre vu comme le jeu G (M).

Les projections étant continues et A et B étant des boréliens, il est clair que M est

un borélien de F(L). Le jeu G (M) est donc déterminé, et il en est bien de méme pour le
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jeu GW(A, B).
m
Il existe une preuve de ce Lemme qui n’utilise pas la détermination de boréliens (pro-
posée par Louveau et Saint-Raymond), mais, d’aprés Martin, elle est « beaucoup plus
longue et complexe que la combinaison des preuves de la détermination des boréliens et

du Lemme de Wadge » !.

Ayant affaire a un préordre, =y est une relation d’équivalence. Ses classes sont notées
[X]w, et appelées degrés de Wadge. La relation <y, induit alors une relation < sur les
degrés de Wadge :

Xlw <[Y]w <= X <y Y.

Cette nouvelle relation garde en particulier la propriété de préordre. C’est méme un
ordre partiel, car elle est anti-symétrique : si on se donne [X]y et [Y]w deux degrés de

Wadge, on a en effet :

(([XTw

VAN
=
=
>
~
=
AN
>
=
=
VAN
=
=
>
’Q
VAN
=
=

— X =p Y <= Xy =[Y]w.

On n’a pas encore affaire & un ordre total, mais, d’aprés le Lemme de Wadge, on
s’en rapproche : montrons en effet que pour un degré de Wadge [X |y donné, celui-ci est

comparable avec tous les autres, sauf [ A\ X];,, s’ils ne sont pas identiques.

Prenons donc un degré de Wadge [Y]y différent de [X]y . Le Lemme de Wadge permet
d’affirmer :
(X <w Y)V (A\ Y <y X)

Et
(Y <w X))V (AN\NX <w V).

Ainsi, comme on les a pris différents, [X]w et [Y]y ne sont pas comparables si et
seulement si :

(A“\Y <w X) A (AN\X <w Y),

Ce qui veut exactement dire

Aw\X =W }/,

Car, par définition de la réduction continue,

ANY <y X = Y <y A%\ X,

1. Voir [DO9g|
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Pour construire un ordre total, il suffit donc "d’épaissir”" (rendre plus grossier) la

relation d’équivalence, par exemple en définissant :

X=H Y= (X=wY)V (X =y A“\Y))

Les classes d’équivalence sont alors les :
[XTy = [X]w U [A*\ X]w
On note W™ I’ensemble de ces classes, et 'ordre induit est :

(XTw < Y]y <= X <w V) V (X <w A\ Y).
D’aprés ce qui précéde, on a construit un ordre total! Cet ordre sur les degrés de

Wadge est appelé Hiérarchie de Wadge (qui s’applique en particulier aux classes additives

et multiplicatives de la Hiérarchie de Borel, ce qui permet de nettement 'affiner).

On peut terminer en citant le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.1 (Wadge et Martin) La relation d’ordre <j;, sur W* est un bon ordre.
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