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Lemme.
Soit a, b ∈ R, a < b.
Soit f ∈ L1([a, b]).
Soit λ ∈ R.
Alors :

lim
|λ|→∞

∫ b

a

f(t)eiλtdt = lim
|λ|→∞

∫ b

a

f(t) cos(λt)dt

= lim
|λ|→∞

∫ b

a

f(t) sin(λt)dt

= 0

Démonstration. Il suffit de démontrer que la première limite est nulle.
Soit (λn)n∈N une suite de réels non nuls telle que |λn| → ∞.
On définit (ln)n≥1 des formes linéaires sur L1([a, b]) par :

ln(g) =
∫ b

a

g(t)eiλntdt

Alors :
|ln(g)| ≤

∫ b

a

|g(t)|dt = ‖g‖1

Donc ‖ln‖ ≤ 1.
Pour I := [u, v] ⊂ [a, b], on a :

ln(1I) =
∫ v

u

eiλntdt

= eiλnv − eiλnu

iλn

Donc :
|ln(1I)| ≤

2
|λn|

et ln(1I)→∞

1



Or les 1I forment une partie totale de L1([a, b]) et sup
n≥1
‖ln‖ ≤ 1 < ∞, donc

d’après le lemme suivant, ln(g)→∞ ∀g ∈ L1([a, b]).

Lemme.
Soit (Tn)n∈N ∈ L(E,F ) et B une partie totale de E, où E et F sont des espaces
de Banach.
Il y a équivalence entre :

(i) ∀b ∈ B, Tn(b)→ T (b) et sup
n≥1
‖Tn‖ <∞

(ii) ∀x ∈ E, Tn(x)→ T (x)

Démonstration.
(ii)⇒ (i) : ∀x ∈ E, ‖Tn(x)‖ est borné donc par Banach-Steinhaus, sup

n≥1
‖Tn‖ < ∞.

(i)⇒ (ii) : ∀x ∈ vect B, Tn(x)→ T (x).
Soit x ∈ E, ε > 0, alors il existe y ∈ vect B tel que ‖x− y‖ < ε.
Alors, en posant C := sup

n≥1
‖Tn‖, on a :

‖Tn(x)− T (x)‖ ≤ ‖Tn(x)− Tn(y)‖+ ‖Tn(y)− T (y)‖+ ‖T (y)− T (x)‖
≤ 2C‖x− y‖+ ‖Tn(y)− T (y)‖
≤ 2Cε+ ‖Tn(y)− T (y)‖

D’où :
lim sup
n→∞

‖Tn(x)− T (x)‖ = 0
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