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Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert (de dimension infinie) et soit 7" € L(H) un
opérateur compact symétrique non nul.

Théoreme. Il existe une base hilbertienne de H formée exclusivement de vecteurs propres
de T, l’ensemble de ces vecteurs associés a une valeur propre non nulle del’ étant au plus
dénombrable. De plus, si (ey) désigne cette derniére famille et (\,,) les valeurs propres
correspondantes alors on peut réordonner cette famille de sorte que (|\,|) décroisse vers
0. En outre, Ve € H on a Tx =Y, AT, en)en.

En s’inspirant de la démonstration par récurrence en dimension finie, on va tout
d’abord prouver que T posseéde un vecteur propre.

1 L’opérateur 7% admet ||T||*> comme valeur propre

Soit € H non nul; le vecteur z est un vecteur propre de T2 associé a la valeur
propre ||T||? si et seulement si |72z — ||TH256H2 = 0. De plus :

|72z — 17 iPa]|” = 2| + 1712l — 21T Re (T2, 2)
::HTQxH24—H7ﬂ4HxH2——2HTﬂ2PkﬂKTxH2car]”estsyﬂétﬂque
< 2|72 (|71 - | 7=]?)

On sait que || T|| = supjyj=1 [|T'z| : ainsi, on peut trouver une suite (z,,) de vecteurs
de H de norme 1 telle que ||T'z,|| — ||T||. D’apres I'inégalité précédente, on obtient donc :

|72, — 7P| 0 (1)

Or, lopérateur T est compact et (z,) est bornée donc quitte a extraire on peut
supposer que (T'z,) converge, vers un vecteur y. Ainsi, comme 7" est continu (car borné
sur la boule unité car compact), T2z, — Ty et (1) fournit donc ||T|%*z,, — Ty. Comme
T est non nul, on peut en conclure que (z,) converge vers x := ”gﬁ, qui est non nul

puisque de norme 1 (car ||2,|| = 1). Encore par (1) on obtient alors T2z = ||T|%x ; comme
x # 0 on en déduit que z est vecteur propre de T? associé & la valeur propre ||T||?.



2 L’opérateur T admet ||T|| ou —||T’|| comme valeur propre

On vient de voir que I’on peut trouver € H non nul tel que (72 — ||T||?)z = 0;
posons y := (T — ||T'||)z. Deux cas se présentent :
—siy=0alorson a (T — ||T])z = 0 i.e.  est un vecteur propre de 1" associé a la
valeur propre ||T'|| (car = est non nul);
— sinon, y # 0 donc comme T? — | T||> = (T + | T|)(T — ||T||) on a (T + ||T||)y =0
i.e. y est un vecteur propre de T associé & la valeur propre —||T||.
Finalement, on a montré que 7" admet ||T’|| ou —||T"|| comme valeur propre.

3 Récurrence

Initialisation. Posons T} := T # 0; d’apreés la section précédente, on peut trouver
A1 € {—|IT1]l, ||T1||} valeur propre de Tj. Ainsi, comme T est compact ker(T' — A1) est de
dimension finie et donc est fermé, d’ou :

+ 1
H = ker(T - )\1) ) ker(T - )\1)

avec T'lyer(7—x;) = A11d. 1l suffit donc d’étudier 'opérateur T sur ker(T" — A1)t. Ainsi, on
considere Uopérateur T := Tyep(p_x, )L -

Si T5 est nul on arréte le processus, et sinon 75 est non nul donc on peut appliquer
le résultat de la section précédente & lopérateur Ty : il existe donc Ao € {—||T3||, || 72|}
valeur propre de T5. Bien siir, comme T, part de l’espace ker(T — /\1)J- on a Ay # A1. De
plus, comme T3 est la restriction de 7} a un sous-espace, on a ||Ts|| < ||71| autrement
dit [A2| < |A1]. Finalement, comme auparavant on a la décomposition :

1
H = ker(T — A1) @ ker(T — Xa) @ [ker(T — Ap) @ ker(T — o)™

Récurrence. Pour k > 2, on suppose avoir construit une famille (A,)1<n<x de valeurs
propres non nulles de T" deux a deux distinctes et décroissante en module ; on note T 1 :=
T| e ker(T_/\i)]L. SiTy+1 = 0 on s’arréte, sinon Tj+1 # 0 et on peut appliquer le résultat

de la section précédente a 'opérateur T 1. On trouve ainsi une valeur propre non nulle

1 n
Nev1 € {=Tesall, | Tosa ||} de T'; comme [@glker(T—Ai)} C [@g:f ker(T — Ai)] :
lopérateur Ty est la restriction & un sous-espace de T}, en particulier ||Tx1| < [|Tk|| i-e.

[Ak+1] < |Ak|. Finalement, comme I'ensemble de départ de Tjy1 est {@le ker(T — )\Z)}
ona Ag+1 & {A1,..., \g} et 'hérédité est démontrée.

4 Conclusion

4.1 Cas ou la récurrence ne s’arréte pas

On dispose alors d’une suite infinie de valeurs propres non nulles deux a deux distinctes
(An)nen= décroissante en module.



La suite (\,) tend vers 0. Comme la suite (|\,|) est décroissante, étant minorée (par
0) elle converge, vers A > 0. Si A # 0, considérons pour chaque n € N* un vecteur propre
unitaire e, associé a la valeur propre A,. Comme |\,| > A > 0, la suite (ien) est bornée

donc comme T est compact on peut, quitte & extraire, supposer que la suite (T( ﬁen))

1 1
T ()\nen> = )\—nTen =en,

donc cette suite ne peut converger car |le, — en||* = |lenl|? + [lem]|? = 2 (les \; étant deux
a deux distinctes, les vecteurs e; sont deux a deux orthogonaux car T' est symétrique).
Ainsi, A = 0 donc (|A,]) tend vers 0 donc (\,,) tend vers 0.

converge. Or :

Inclusion F+ C kerT. Posons F := ®p>1 ker(T' — Ap,). Si un vecteur z est dans Ft
d’apres la définition de F' on peut appliquer 'opérateur T}, a x pour tout n > 1. Ainsi :

vn > L [[Te| = [|Tazl] < [Tallllz] = [An[llz]] = O

par ce qui précede. Ainsi, Tx =0 i.e. x € kerT.

4.2 Diagonalisation de T

Tout d’abord, remarquons que le résultat précédent reste valable dans le cas ou la
récurrence s’arréte (et ou la somme porte alors sur un nombre fini de valeurs de n); en
particulier on a F = F1+ D (ker T)*. Par conséquent, comme ker T" est fermé (car T
est continu car compact), on a (ker T')* @ ker T = H donc F + ker T' = H. Comme tous
les éléments de kerT" sont orthogonaux a tous les éléments de F' (car T symétrique et
An # 0 Vn), on en déduit que ker T' et F sont orthogonaux et on a donc H = F @&+ ker T
c’est-a-dire :

H = @ ker(T — \,) @ ker T
n>1

(les sommes étant orthogonales). Finalement, si (e])"),, désigne une base de ker(T' — A,)

(qui est de dimension finie car A, # 0 et T" compact), la famille (e7'),, ,, est une base
hilbertienne de F (en effet F' = vect(e”)!). Comme ker T' posséde une base hilbertienne,
en concaténant les bases obtenues on obtient donc une base hilbertienne de vecteurs

propres de T, i.e. on 'a diagonalisé. En outre on a :

Ve € H, Tz = Z Anlx,ent)ent

n,m

Remarque. Bien siir, quand T est de rang fini (c’est-a-dire que la récurrence s’arréte), la
famille (e}'),, ,,, est une base algébrique de F' qui est alors de dimension finie.
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