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Théorème.
Soit E, F deux espaces de Banach.
Soit U un voisinage ouvert d’un point x0 ∈ E.
Soit f : U → F une application de classe C1.
Si Df(x0) est une bijection continue de E dans F , alors f est un C1-difféomorphisme
d’un voisinage V de x0 sur f(V ).

Démonstration. En posant g(x) := (Df(x0))−1(f(x0+x)−f(x0)), on se ramène
au cas où E = F, x0 = f(x0) = 0 et Df(0) = Id.
En effet :

Dg(0) = D(Df(x0))−1(0) ◦Df(x0)
= Df(x0)−1 ◦Df(x0)
= Id

On pose désormais u(x) := f(x)− x, u est de classe C1 et Du(0) = 0.
z 7→ Du(z) est continue (car u est C1) donc il existe r > 0 tel que :

∀z ∈ B(0, r), ‖Du(z)‖ ≤ 1
2

On a :
u(y)− u(x) =

∫ 1

0
Du(x + t(y − x)).(y − x) dt

donc u|B(0,r) est 1
2 -lipschitzienne.

Pour x, y ∈ B(0, r), on a donc :

|f(x)− f(y)| = |x + u(x)− y − u(y)| ≥ 1
2 |x− y|

Donc f|B(0,r) est injective.

1



Soit a ∈ B(0, r
2 ), x ∈ B(0, r), on a :

|a− u(x)| ≤ |a|+ |u(x)− u(0)|

≤ |a|+ 1
2 |x|

≤ r

Donc l’application 1
2 -lipschitzienne x 7→ a− u(x) envoie B(0, r) dans elle-même

et B(0, r) est complet.
En appliquant le théorème du point fixe, il existe un unique y ∈ B(0, r) tel que
a− u(y) = y, c’est-à-dire a = f(y).
On pose W := B(0, r

2 ) et V := f−1(W ) ∩ B(0, r), alors f|V est surjective dans
W qui est un voisinage de 0, donc f est bijective sur un voisinage de 0.
Pour z ∈ B(0, r), ‖Du(z)‖ ≤ 1

2 , donc la série
∑
k≥0

(−Du(z))k converge vers l’in-

verse de Id + Du(z) = Df(z), donc Df(z) est inversible pour z ∈ B(0, r).
Montrons maintenant que f−1 est différentiable sur W .
Soit y, y0 ∈W, x, x0 ∈ V tels que f(x) = y et f(x0) = y0.
Alors :

y − y0 = f(x)− f(x0) = Df(x0).(x− x0) + o(|x− x0|)

Or :

|x− x0| = |f(x)− f(x0)− (u(x)− u(x0))|

≤ |y − y0|+
1
2 |x− x0|

Donc |x − x0| ≤ 2|y − y0|, donc |f−1(y) − f−1(y0)| ≤ 2|y − y0|, donc f−1 est
lipschitzienne (et en particulier continue).
Donc o(|x− x0|) = o(|y − y0|), d’où :

Df(x0).(x− x0) = y − y0 + o(|y − y0|)
x− x0 = Df(x0)−1.(y − y0) + o(|y − y0|)

Donc f−1 est différentiable en y0 de différentielle Df(x0)−1.
Finalement, f−1 est de classe C1 sur W car Df−1 est la composée des applica-
tions continues suivantes :

y 7→ f−1(y) 7→ Df(f−1(y)) 7→ Df(f−1(y))−1 = Df−1(y)
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