THEOREME CENTRAL LIMITE POUR LES QUANTILES

Référence : Probabilités pour les non probabilistes, Walter Appel.
Lecons : 2281, 2291 241, 2612, 2622.

Seule la démonstration du lemme 1 est dans la référence.

Lemme 1 (de Dini)

Soit f,: R — [0, 1] une suite de fonctions croissantes convergeant simplement avec lim f,, (x) =
—0o0

0 et Li_m fn(x) = 1 vers une fonction f continue vérifiant les mémes propriétés sur les limites
(o9}

alors la convergence est méme uniforme.

Démonstration: La convergence simple implique f est encore croissante a valeur dans [0, 1].

Le TVI nous donne que f(R) = [0, 1].
Soit € > 0 et ¢ € N tel que % < e. On pose By = %, avec k € [0, q].

Comme Imf = [0,1], il existe une suite —co = ap < a1 < ... < aq = +oo telle que f(ar) = By pour
chaque k.

Maintenant comme il y a un nombre fini de k, on peut choisir un N € N tel que
Vn > N,Vk € [0,q], |fnlar) — flar)| <e

Soit z € R, on a = € [ag, ar+1] pour un certains k, et on a

flars)
fn(ak-H)

flag)+e

<
< flagsr) + ¢

VAS/

flars1) —e < flag) < f(o)
flag) — e < fulag) < fu(2)

En soustrayant ces deux lignes, on obtient —2¢ < f(x) — fn(z) < 2e. Donc ||f — falloo < 2e.

Théoréme 1
Soit 0 < p < 1 et (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées de fonction de répartition F'. On suppose que F' est dérivable en «, le quantile
d’ordre p (ie oy, = inf{t € R | F(t) > p}) avec F'(cy) > 0. Alors on a

Vs —ap) = N <0’ i%‘ﬁ’))

oll Gy, est lestimateur empirique du quantile d’ordre p (ie &, = inf{t € R | F,(t) > p}
avec F(t) = 13 1x,<4).

Démonstration: On note ® la fonction de répartition de loi normale centrée réduite. Soit ¢ € R et
A > 0 un réel que 'on choisira a la fin de la démonstration.

On pose G, (t) :=P <M < t) =P <a/p] <ap+ f/—’%) L’objectif est d’avoir G,,(t) — @(¢).

Or inf{u e R | F(u) > p} < x < F(x) > p. Pour le voir, on utilise la continuité & droite de F.

n
Donc Gan(t) =B (p < Fu (e + 371)) =P (”p sz 1{Xi<ap+tA/¢ﬁ}>~
1=

n
On définit la variable Z, := > 1¢x,<q ea/ymy ~ Bin(n, Ay ),
i=1

1=

1. Démonstration du lemme 1 et théoréme 1.
2. Démonstration du théoréme 1, lemme 2 et de ’application.



oAy =P (X1 <oy + %) =F (ap + f/—‘%) — F(ap,) = p car F est continue en «.

Maintenant, on va modifier 'intérieur de la probabilité pour essayer de trouver un TCL.

Zn — nAny np — LAV
3 2 3
Vil (1 =An) ~ Vndn(1—-Any)

—pP Ly — nAn,t S \/H(An,t _p)
Vih, (I=A,) ~ JAL(O-A

Zn —nl A L) —

On pose Z,, = n_Tont o Cn,t = Vi(Ant) —p .
nln (1= Any) Ap (1= Apy)

On ne peut pas appliquer le TCL sur Z} car c’est une somme de n variables iid qui dépendent de n.

C’est pour cela qu’il faut travailler un peu.

On écrit G,(t) =P <

Lemme 2

On a quand méme Z} = N(0,1).

Démonstration: On remarque que 1y, <o 4ta/vm) = L{Xi<ap} T La,<Xi<a,+ta/vm}- Les (Yi); sont
———

=Y; =R,
iid et Y1 ~ B(F () = p). On rappelle que A, ; = F (ap + \t/—‘%) .
Ona Z* — \/p(1=p) Y.—np np—nl,. S R;

VA=A | ap(T—p)  /ap(1—p)  /np(1 —p)
(1) (2 (3)
Par un TCL, (1) tend vers A/(0,1).

np —nlp _\/EF(C“:D + tA/\/ﬁ) - F(ap)

Pour (2), on écrit ———= =

np(1—p) p(1=p)
___tA FlepttAVR)-Flay) A g
p(L-p) v Wi-p

. tA / 1 )
Maintenant, montrons que (3) converge en proba vers mF (avp). On pose T;, := 7= > R;.

On a Var[T,,] = (F(oyp + tA/\/n) — F(ap))[1 — (F(oyp + tA/v/n) — F(a,))] — 0. Donc par l'inégalité de
Chebychev, P(|T,, — E[T,,]| > ) — 0.

Or E[T,] = vn(F(ap +tA//n) — F(ay)) — tAF'(a,). Donc (3) converge bien vers la valeur voulue en
probabilité.

On applique le théoréme de Slutsky et obtenir la convergence souhaitée du lemme. |

Comme Z} converge en loi vers N/(0, 1), les fonctions de répartitions de ces variables (qui sont croissantes)
convergent simplement vers ® en ces points de non discontinuité (théoréme Portemanteau). Or A(0,1)
est & densité, donc ® est continue et donc la convergence se fait sur R et on vérifie les hypothéses du
lemme 1, on a alors

sup[P(Z; < &) — ()| = 0,(1)
zeR

Comme @ est sans atome, on peut mettre une inégalité stricte dans la probabilité précédente.

Maintenant, on a ®(t) — G, (t) = ®(t) —P(Z) > —cpt) = P(t) — 1 +P(Z) < —cpy)
=®(t) — [®(cnt) + P(—cnt)] + P(Z) < —cnt) (par la symétrie de N'(0, 1))

Donc |®(t) — Gy ()| < 0n(1) + |P(t) — P(cn )
On va maintenant choisir A pour avoir ¢, ; — t.

Ce sont des calculs similaires que dans la démonstration du lemme 2, il faut reconnaitre un taux d’ac-
p(1—p)

croissement. Il faut alors prendre A =
F'(ay)



Comme la convergence simple des fonctions de répartition implique la convergence en loi, nous avons

W:»N(oﬁ <ie\/ﬁ(@ ﬁN( F(l(f)»

F(ap)

Par rapport au TCL, on n’a pas besoin de considérer des v.a. avec un moment d’ordre 2. Ce
théoréme peut nous aider dans les rares cas ou la méthode des moments en statistique ne peut
pas étre utilisée, par exemple avec des lois de Cauchy. L’hypothése de dérivation est satisfaite
lorsque I'on considére des v.a. a densité f avec f continue en ay, ce qui est encore le cas pour les
lois de Cauchy. Vous m’avez compris, nous allons parler de loi de Cauchy pour notre application.

Application 1

Pour chaque 0 € R, on note Py la loi sur R de densité

1
71+ (z — 0)2)

fo(x) =

L’objectif est de définir et d’étudier un estimateur du paramétre du modéle (R”, {Pg?"})

Démonstration: Les fy sont continues donc par le théoréme fondamental de I’analyse les Fy sont
dérivables.

On remarque que % = / fo(z) da, donc 6 = oy /2 car Fy est strictement croissante.
— 2
Donc par le théoréme 1, on a /n(ay/9, —0) = N (O, %)

Application 2

Comparer les intervalles de confiance obtenus avec le TCL et le TCL(Q pour le modéle
(R™, {E(a)®"},). |a voir si c’est possible]

Cette méthode posséde un gros défaut. On ne connait pas forcément la valeur de oy, ni F. Dans
notre application 1, nous avons eu de la chance car fy(6) valait toujours la méme chose. Ce qui
n’est pas tout le temps le cas. Avec une J-méthode, on peut réussir a enlever le F'(ay,) de la loi
limite mais il faut donc connaitre F', ce qui n’est jamais le cas :(. Il faut donc reconnaitre une
faiblesse assez importante de cette méthode.

La preuve du théoréme 1 est une adaptation de celle-ci, ol 'argument utilisant le théoréme de
Berry-Esseen a été remplacé par le lemme de Dini et le lemme 2.

Théoréme 2 (de Berry-Esseen)

Soit (X;); une suite iid de variables aléatoires ayant un moment d’ordre 3. On note m sa
moyenne, o2 sa variance et p = E[|X; —m|3], alors

(i) V/n(Sp —m) = N(0,0%)  (TCL)

(ii) ‘IP’( [S" m < :1:) —@(m)‘ < 33\/5 5, pour tout x € R,

ott ® est la fonction de répartition N'(0,1) et la constante 3 Z s’améliorant au fil du temps.
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