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2 Introduction

Nous introduirons d’abord les fondements mathématiques de la relativité générale
menant par la suite a décrire les équations d’Einstein
Apreés cet exposé générale, nous aurons les outils nécessaires pour aborder le tout début
du domaine des équations & dérivées partielles en relativité.
Souvent dans le cas linéaire, pour résoudre certaines équations différentielles nous préférons
obtenir une approximation de la solution générale. Par exemple, c’est ce que nous faisons
déja pour des problémes de physique comme le mouvement d’un pendule.
Cependant I’étude que nous établissons détient sa spécifité du fait que les équations
d’Einstein sont non-linéaires.
Nous nous attacherons a bien montrer qu'une méthode de linéarisation de 1’équation
différentielle s’avére inefficace et qu’il faut établir une méthode adaptée a l’équation
différentielle elle-méme pour obtenir des familles de solutions.
Nous analyserons ainsi une méthode proposée par Yvonne Choquet-Bruhat dans [1| pour
réaliser des solutions approchées d'une certaine classe que 'on nomme les solutions
radiatives ol un jeu de coordonnées adaptées impose certaines conditions sur les solutions
possibles.
Ce travail s’effectue dans le cadre du stage de fin de premiére année de 1’Ecole Normale
Supérieure de Rennes réalisé entre Mai et Juin 2022.



3 Géométrie Lorentzienne

3.1 Rappels

La physique newtonnienne pose ses fondements géométriques sur la géométrie euclidienne.
Nous définissons de fagon universelle un espace a trois dimensions reglé par un produit
scalaire. Au contraire le point de vue de la relativité générale nuance ce propos, en
proposant un mariage entre la dimension du temps et ’espace donnant lieu & considérer
un nouvel espace : I'espace-temps et par la suite d’introduire un point de vue plus local
ou le produit scalaire euclidien est en quelque sorte remplacé par une forme bilinéaire
symétrique qui agit localement sur les points de ’espace temps.

De maniére a rendre compte de ceci, on introduit la théorie de la géométrie différentielle.
Nous allons étendre la notion de dérivée a des objets relatifs aux variétés.

L’extréme base de la géométrie différentielles abordée dans le cours de calcul différentiel a
savoir les notions de variétés, cartes locales, atlas d’une part et le produit tensoriel d’autre
part sont supposés connus.

3.2 Espaces tangents, fibrés tangents, cotangents

Soit ./ une variété C” de dimension n et soit p € .# .
Nous voulons étendre la notion de dérivée aux fonctions C*° en un point p de la variété.
C’est-a-dire qu’elle vérifie la linéarité (1) et qu’elle vérifie la méme propriété que la régle

¢

de Leibniz pour la dérivation (2)

Definition 1. une dériwation D en un point p est une appication

D:X(p) —R
! satisfaisant les propriétés suivantes pour toutes les fonctions f et g dans X(p) :
1. DOf + pg) = ADf + uDg, VA, p € R
2. D(fg) = g(p)Df + f(p)Dg

Une fois avoir défini les dérivations, nous pouvons les voir comme formant un espace
vectoriel ;

Théoréme-Défintion 1. L’ensemble des dérivations en un point p de la variété M est
un espace vectoriel de dimension n noté T,/ .
On nommera par la suite cet espace, [’espace tangent a .# en p

Dans I’exercice suivant, nous allons donner une vision plus géométrique de la dérivation
enp :

Exercice 1. Soit v une courbe C" passant par p
i.e il existe € > 0 tel que
v:(—€€) — A, 7(0)=p

1. Montrer que lapplication D., : f — (f o)’ (0) est une dérivation

1. X(p) lalgebre des fonctions de .# dans R localement C"en p



2. Montrer que pour tout champs de vecteur X il existe une certaine courbe vy telle
que : D f = X(f)

Ainsi on pourra interpréter T,.# comme I"’ensemble des vecteurs tangents aux courbres
tracées sur .# et passant par p. On notera ainsi ce vecteur tangent par +.

Introduisons une convention de sommation que nous utiliserons sans modération par la
suite.

Remarque 1. La convention de sommation d’Finstein permet de simplifier les expressions
de sommations.

Nous éliminons ainsi le signe « >, » quand le méme indice est répété "en haut" et "en
bas”.

par exemple nous écrirons :

o xt

E o,;xt

1. on réserve les lettre alphabétiques pour les indices de sommations lorsqu’on veut
spécifier que l'on effectue la somme sur des entiers

pour

Par convention,

2. et les lettres grecques pour une somme quelconque

Definition 2. Soit # une variété C" de dimension n. On définit le fibré tangent T .H#
comme l'ensemble des vecteurs tangents a A , c’est-a-dire

T4 = | T,7
peEM
Notons par 7 l’application naturelle
T T" — A

qui a un vecteur tangent de T,.# associe le point p € .#
Nous introduisons ainsi la notion de champs de vecteur

Definition 3. Un champ de vecteurs C" est une application C* X : M — T telle
que

mToX=1d

Nous retiendrons que dans une carte locale, les champs de vecteurs sont tous de la
forme
0

O‘i(p)%b

Definition 4. Soit .# wune variété C" de dimension n. On définit pour tout p € M ;
espace cotangent que l'on note Ty , Uespace dual de T,/ .
Le fibré cotangent est alors défini par

T = | Tya
pEM

2. nous faisons un abus de notation avec la définition du 7 utilisée pour le fibré tangent
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Notons par 7 'application naturelle
T M — A

qui a un vecteur tangent de T;.# associe le point p € .#
Nous introduisons ainsi la notion de 1-forme.

Definition 5. Une I-forme est une application w : M — T* # telle que
mow=1d

Nous retiendrons que dans une carte locale, les champs de vecteurs sont tous de la
forme

ol (p)da:‘ip

3.3 Tenseurs et métriques

On donne alors un systéme de coordonnées (z,,) défini sur un ouvert % de la variété
M .
On peut alors définir les champs de vecteurs 9, = 5% formant une base de T,.#et les 1-
formes dz® qui forment une base de (T.Z)*et sont les formes duales associés respectivement
aux d,

Donc nous avons la relation suivante : dz®(0s) = 0§
Ainsi si T' est un tenseur de type (r, s), il s’exprime localement comme :

T =T5 5 00, @+ @ Do, @ dz™ @ -+ @ dar™

Tgfl 1jj:"§j sont donc les composantes du tenseur 7 dans la base 0., dz”? et s’obtient
alors :

Tl =T (da™, ..., da"", Dp,, ..., 0p,)

Remarquons bien que le tenseur 7' étant de type (r,s) il s’applique sur r 1-formes et
s champs de vecteurs.

Remarque 2. Un champ de vecteurs est donc un champ de tenseurs de type (1,0) et une
1-forme est un champ de tenseurs de type (0,1).

Definition 6. Une métrique g sur .# est un champ de tenseurs de type (0,2) tel que
pour tout p € M, g, est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur T, 4

De plus, nous noterons que dans un systéme de coordonées :
g — gaﬁdl’a ® d$6

qui s’écrira par la suite :
g= gagdxo‘dxﬁ

Definition 7. On dira que (A ,g) est une variété Lorentzienne lorsque en tout point
p € M, g, a pour signature
(=1, +1,...,+1)



Solent (., g) une variété Lorentzienne, p € 4 et X € T,.#. Alors on dit que X est
1. un vecteur de type espace si g(X,X) >0
2. un vecteur de type temps si g(X,X) <0
3. un vecteur de type lumiére si g(X,X) =0

Remarque 3. La métrique c’est ce qui va définir l'espace elle intervient donc partout :
c’est a dire méme dans il y a toujours la métrique

Remarque 4. L’espace de Minkowski (#,g) = (R m) muni de la métrique
de Minkowski est une variété Lorentzienne de dimension 1 + n. Dans les coordonnées
cartésiennes de R*™™ m est donnée par

m= — (dt)2 + (da:l)2 +... (dx”)2

Puisque g est non dégénérée dans un sytéme de coordonées locales (z®) sa matrice de
composantes g,s est inversible. Nous noterons les composantes de sa matrice inverses
g’

Elles vérifient donc les relations suivantes :

gasg” = 4]

Proposition 3.1. Dans le systéme de coordonnées locales choisi () le tenseur de coordonnées
g®? définit un (2,0)-tenseur appelé métrique inverse. Ce tenseur est noté g~

Nous entrovoyons ce que nous nous étions fixés d’étudier en (3.1). Nous remarquons que
nous avons adopté un formalisme plus "précis" dit criiment, que celui de la géométrie
euclidienne et qu’il est davantage adapté a saisir les spécificités et propriétés locales de la
variéte.

3.4 Opérations et Contraction

Familiarisons nous avec quelques opérations que nous allons par la suite utiliser plusieurs
fois.

Les opérations de "monter" ou "descendre" les indices permettent de changer le type
(r,s) d'un tenseur sans changer son argument (qui est r + s).

Le but est de pouvoir associer a un (r,s)—tenseur .7, un (r — 1, s + 1)—tenseur ou un
(r+1,s — 1)—tenseur.

Nous "montons" 'indice lorsque nous avons associé au tenseur, un tenseur prenant un
argument en plus en tant que champs de vecteur et a perdu un argument 1-forme Généralement
nous réalisons cette opération avec les composantes de la métrique g (voir I'exemple ci-
apres)

Nous "descendons" l'indice lorsque nous avons associé au tenseur, un tenseur prenant
un argument en plus en tant que 1-forme et a perdu un argument champs de vecteur.

Généralement nous réalisons cette opération avec les composantes de la métrique inverse
~1
g .



Donnons un exemple concret : un tenseur 7" de type (2,0) dont les composantes sont
notées 7% dans un systéme de coordonnées (z%) peut étre associé par exemple & un
tenseur :

L. un (1,1)-tenseur dont les composantes 1§ = gg, T
Ou bien encore
un (1, 1)-tenseur dont les composantes Tg = gq, 177
Dans tous les cas nous avons descendu un indice

2. un (0,2)-tenseur dont les composantes Ths = o851 "°
Nous avons descendu deux fois les indices

De méme une opération trés souvent utilisées sera la contraction par rapport a une paire
d’indices ou I'un est contravariant (associé a un champ de vecteur) et I'autre est covariant
(associé & une 1-forme). Par exemple, soit T un (r,s)-tenseur, on note C}(T) le champ de
tenseur de type (r — 1,s — 1) obtenu en contractant le premier indice covariant avec le
premier indice contravariant

) . .
CHT) =TEZlr—— @ ® == ®d”* ® - @ da?”

T Tkj2ds Gaia Ot

on peut définir de la méme manicre C}(T)

De fagon prosaique c’est comme si nous "retirions" dans chaque terme du tenseur mis
sous forme de somme de produit tensoriel le l-iéme champ de vecteur qui apparaissait
avec la r-ieme 1 forme.

Enfin, nous introduirons par la suite es opérateurs suivant : Tr, grad, div, respectivement
la trace, le gradient, la divergence.

Pour la trace, nous faisons "baisser" un indice en transformant un tenseur 7' d’argument
2 en un scalaire. Par exemple si T" est de type (2,0) :

Trg(T) = gusT*?

Remarque 5. Chaque opérateur contient des composantes de la métrique de départ g. La
métrique intervient partout. Nous verrons dans les parties ultérieures que nous définissons
les mémes opérations (D’Alembertien etc...) auxquels nous sommes habitués mais en
veillant a 'exprimer avec la métrique de notre espace

3.5 Dérivation de champs de tenseur

Nous savons dériver des fonctions scalaires et des champs de vecteur. Nous pouvons
alors dériver des tenseurs
Une dérivation de tenseurs est une famille d’applications

D :TrH — T, M
telle que :
1. pour tout (A, B) € Ty (M )xT2 (M) D} T2 (A®B) = A®D?(B)+DI (A)®B

S1+52

2. pour toute contraction CF et A € TT(.#), on a D._{(CF(A)) = CF(D%(A))



3.6 Connexion

Nous avons maintenant besoin de décrire une dérivation sur les champs de vecteur :
cette structure sera la connexion sur une variété.

Definition 8. Une connexion D sur .4 est une application de la forme

D:TMxTM — TM
(X,Y) — DxY

telle que X — DxY est C°(A)-linéaire, Y — DxY est Z—linéaire et pour toute
fonction f € C®(A), on a

Dx(fY) = fDxY + X(f)Y

Soit D une connexion sur une variété .# et soit z* un systéme de coordonnées locales.
On décompose alors :

s, .0
X=X"—Y=Y"—
ozt ox!
Par les propriétés de la connexion (dire lesquelles)
OYI 9 o 0
DxY =X"—+—+X"Y'D o —
X ox' Oz’ + o O

)

On notera ainsi, I'j,, nommé symboles de Christoffels, les symboles apparaissant de la

facon suivante :
0 ;0
D ge ~ g

Ce sont des fonctions

Le théoréme suivant permet de choisir une connexion trés naturelle avec la métrique
g que nous choisissons sur notre variété . .

Definition 9. On dira qu’une connexion est sans torsion lorsque pour tout v, j, k :
i i
Jk T T kg
On montre que cette définition équivaut & dire que pour tout champ de vecteur X, Y
X, Y] =DxY —DyX

Le théoréme suivant permet de choisir une connexion trées naturelle avec la métrique
g que nous choisissons sur notre variété .#

Théoréme 3.2. Soit (A ,g) une variété munie d’une métrique. Il existe une unique
connexion D sur 4 telle que :

e D est sans torsion, c’est-a-dire vérifie : [X, Y] =DxY — DyX
e Dg=10



On appelle connexion de Levi-Civita associée a g 'unique connexion sans torsion D
vérifiant
Dg=0

Démonstration. Soient X, Y, Z trois champs de vecteurs sur .Z . Raisonnons par analyse-

synthése en supposant 'existence d’une telle connection sans torsion vérifiant Dg = 0
On a

X(g(Y,Z)) = Dx(g(Y,2))
=Dxg(Y,Z)+g(DxY,Z) + g(Y,DxZ) (en utilisant Dg = 0)
= g(DxY,Z) +g(Y,DxZ)

Donc en additionnant I'expression analogue pour Y (g(Z,X)) en soustrayant celle pour
Z(g(X,Y)), et en utilisant le fait que D soit sans torsion on a

8(Z.DxY) = 5 (~ Z(g(X. ) + Y(g(2Z. X)) + X(g(Y. 2))
+8(Z.[X, Y]) + g(Y, 2, X)) - g(X. [Y,Z])

Ce qui montre bien 1'unicité. Il reste juste & montrer que D définie par la formule ci-dessus
vérifie bien les propriétés de la connexion ce qui est clair. O

Remarque 6. Ceci permet d’exprimer le Christoffel en fonction des composantes de la
métrique et de la métrique inverse.

A 1 ., (0g; O 0g;
F;k:_gu( g]l+ 8kl g]k)

2 oxk Oz ox!

Definition 10. on appelle connexion de Levi-Civita associée a g 'unique connexion sans
torsion D vérifiant
Dg=0

3.7 Transports paralléles et geodésiques
Soit I un intervalle de R avec 0 € I et v une courbe :
vy: I —R

Soit X un champ de vecteurs. On décompose X dans un systéme de coordonnées :

X=X aia
Et on obtient pour D)X
0 9
DiwXyy = Diw (X%) 52 + XDy (@) (3.1)
= (X% o) (Bps + X (W (O (1) 5

9



Ceci montre que D)X ne dépend que des valeurs de X prises sur la courbe 7. En
particulier, pour Y vecteur tangent de T.(g).# On peut s’intéresser a I’équation suivante

7(0) =p
40) =Y

Ce systéme est équivalent dans un systéme de coordonnées a :

) + A0 T, (v(t) =0
7(0) =p
4(0) =Y

C’est un systeme de n équations différentielles ordinaires dans R™ d’inconnues

(')

Definition 11. Soient p un point de A etY un vecteur tangent de T,.# . Il existe un
intervalle maximal I contenant 0 et une unique courbe v : I — A telle que 7y satisfait
le systeme précédent. On dit alors que v est une courbe géodésique ;

Intuitivement nous pourrions dire que en fait le vecteur  transporte parallélement son
propre vecteur sur sa courbe, il n’y a pas d’accélération latérale o faire.*

Exemple 1. sur R™ muni métrique euclidienne e les géodésiques sont des droites de R™

3.8 Tenseur de courbure

Nous comprenons que si nous poussions a l’extréme ’analogie que nous souhaitions

établir entre les dérivées usuelles, les champs de vecteurs 8% et les dérivées covariantes,
la commutation des champs de vecteurs est assurée par la régle de Schwarz. En revanche

elle n’est pas vérifiée de facon générale par les dérivées covariantes
i.erDYz 7é DyDXz

Nous introduisons ainsi le tenseur de courbure ou tenseur de Riemann qui mesure ce
défaut de commutativité.

De plus, nous pouvons donner une idée plus précise de la courbure. En effet, géométriquement,
imaginons une sphére en 3D munie d'une g. Visualisons ses géodésiques. La courbure va
se traduire par l'accélération de la "séparation" des géodésiques.

Maintenant imaginons nous dans une variété de dimension 3. Nous visualisons des géodésiques
qui peuvent aussi s’entrecroiser comme des brins d’ADN. Ainsi il faut prendre en compte
cette espéce de rotation relative entre les géodésiques. Ainsi I'accélération de "séparation"
relative entre les géodésiques se manifeste a la fois par une intensité et par une direction.
L’ouvrage [8] décrit trés bien tout ceci dans les premiéres pages. Il identifie alors un lien
entre les €, le vecteur séparation entre deux géodésiques, et les coefficients de la courbure
de Riemann.

3. ou en donnant une image d’un avion qui veut partir d’un point A de la Terre pour arriver & un
point B, il n’y a pas plus d’effort plus conséquent a fournir dans les "autres" directions pour arriver a B

10



Definition 12. Soit (.#,g) une variété munie d’une métrique et D la connexion de Levi-
Cwita associée 4 g
La fonction

R: TM>— TM
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dix v|Z
définit un (1,3) —tenseur appelé tenseur de Riemann de (A ,g)

Remarque 7. C’est l'ajout du terme —Dxy)Z qui permet a R de définir un tenseur
c’est a dire d’étre C'°°- multilinéaire

Ses composantes en coordonnées sont définies par la relation

o 0.0 .0
(507 52795 — Biwgga

De plus on peut relier I'expression des composantes Rj,  avec les Christoffels car :

ore ors
R e _ up B
Byw —

5w g T Lawlis — Talsg (32)

En fait, de maniére & bénéficier de propriétés de symétries nous allons modifier le
tenseur de courbure R en le considérant comme un champs de tenseur de type (0,4) en
posant désormais :

Raﬁ’y,u = gaungL

Et vérifient certaines relations de symétries :

Proposition 3.3.

Ropyu = —Ragy (3.3)

Ragyn = —Rpayu (3.4)

Raﬁw = Rwaﬁ (3-5)

Rogy + Roppy + Raypp = 0 (Ire identité de Bianchi)  (3.6)
D.,R.syu +DsRuoy + DoRpryy = 0 (2e identité de Bianchi) (3.7)

Une démonstration de ces identités est détaillée dans [4] (p.38) et plus particuliérement
dans [3] une démonstration géométrique de la deuxiéme identité de Bianchi est explicitée.

Au vu de ces symétries nous pensons alors a contracter les indices pour avoir un objet
plus simple & manipuler :

Definition 13. On définit le tenseur de Ricci dans un systéme de coorodnnées par :
RiCBN = gau

Il s’agit d’un (0,2)-tenseur symétrique.
En contractant le tenseur de Ricci, on obtient un scalaire appelé la courbure scalaire,
et donné par
Rscal = g*Ric,s

11



4 Relativité générale

Nous disposons maintenant de tout le formalisme géométrique nécessaire pour introduire
la base de la relativité générale.
Donnons en quelques mots une idée générale des fondements de la relativité générale.
La théorie de la relativité générale se fonde sur une approche géométrique de I’Univers.
C’est-a-dire que nous ne raisonnons plus en termes de force gravitationnelle mais bien par
rapport au relief d’un espace, a savoir la courbure d’une variété de dimension 4, I’espace-
temps.
Imaginons un tel espace, si de plus nous ajoutons une source d’énergie par exemple
electromagnétique transportée par les ondes, ou de la masse, nous avons l'intuition que
ceux-ci modifient 1’espace temps.
Il faudra ainsi s’attacher & expliquer comment un espace non vide influe sur la géométrie
de 'espace considéré.
De plus, fidéles a notre esprit de physicien, nous savons que les résultats que nous obtenons
a un endroit donné dans ’espace sous l'oeil d'un systéme de coordonnées fixées doivent
étre aussi vérifice dans tout autre systéme de coordonnées. * Pour cela nous nous rendons
compte que le formalisme tensoriel répond parfaitement & nos attentes.
Un dernier point & prendre en compte : la conservation de la masse et de I’énergie impose
que les tenseurs soient pris de divergence nulle.

4.1 Formulation Lagrangienne

Présentons en quelques lignes comment nous obtenons ’équation d’Einstein.
Nous conseillons au lecteur de lire [5] pour un exposé plus détaillé. Nous réalisons ce
passage pour bien faire comprendre tous les aspects de la relativité générale en passant
par I’analyse lagrangienne.

Nous situons notre étude dans un espace temps, qui est une variété lorentzienne (.#,g)
Pour obtenir cette équation, nous utilisons un principe de moindre action c’est-a-dire
qu’une solution d’un systéme physique minimise un certain Lagrangien noté .Z.

Ce Lagrangien est la somme de deux termes :

® 'un noté %5 ne dépendant que de g correspond qu’a 'action du champ gravitationnel
De plus, nous pouvons réécire

Zalgl = //{ La(gldpg

® Tautre 2 correspond a 'action de la matiére présente dans l’espace-temps (.7, g)
donc dépend a la fois de g et du champ de matiére noté
Et
Lulv, g = / Ly[v, gldug
M
4. Le formalisme des tenseurs permet de s’affranchir des coordonnées comme nous l’avons vu dans
les parties précédentes. Ainsi en faisant un choix judicieux des coordonnées nous pouvons obtenir des
résultats directement.
5. dug est la mesure invariante associée a g. Elle vérifie dug = /|detg|dx
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Il y a donc deux paramétres g et v
Nous sommes donc a la recherche de points critiques de .Z ce qui nous méne donc & écrire
I’équation d’Euler-Lagrange :

0gZe+ 90,2y = 0 (variation du paramétre g)
dpZLy = 0 (variation du paramétre 1)

C’est la premiére équation qui donnera lieu a 1’équation d’Einstein.
La proposition suivante fait apparaitre naturellement le tenseur d’Einstein dans les variations
de Z,

Proposition 4.1. Soit h un 2-tenseur symétrique sur .# et a support compact. Alors on

a
6,%c(h) = —/ Goph®?y/|detg|dx
M

avec G étant le tenseur d’Einstein voir la définition ci-dessous.

Théoréme-Défintion 2. On définit le tenseur d’Einstein par
1
Gap = Ricyps — §ga5Rscal

Celui-ci vérifie notamment

divyG =0

En fait, le fait de vouloir une divergence nulle émane directement de la physique. Dans
[4] on explique comment construire mécaniquement des tenseurs de divergence nulle en
utilisant des vecteurs de Killing.

Démonstration.
divgG = g"D,G,, (par définition)
1
= g"D,Ric,, — 55’aRscal

La démonstration servira de premiére illustration concréte des techniques de calculs que
nous employons en relativité et verrons a quel point les notations utilisées sont assez
efficaces.

Nous la détaillons ainsi, en rappelant la seconde identité de Bianchi Prop (3.3)

D,R.sy, +DsRuayu + DRy =0 (4.1)
(1) (2) ®3)

Regardons chaque terme un par un en contractant l'identité suivant a et y

Sachant que
Ropy = gapng
Alors
ga’yRaﬁ’yu = ga’ygap Rg,w

(%)



Dans l'expression de (*), nous fixons 'indice p et nous sommons sur «. En utilisant la
symétrie de g nous avons bien : g,,8%7 = g,,8"" = 0
Tout compte fait il ne nous reste alors plus que le terme en R
RiCﬁlL !

~

By CC qui est exactement

Nous savons de plus par (Prop 3.3) que :
Rvocw = vaa

et que

Rywa = —Ryuan
et donc
gawayuau = ga'yg’yp Rﬁau
(*)

On a sommé suivant v il ne nous reste plus que le terme en

R}, = Ric,,

oy

Ainsi le terme (2) devient
—DﬁRiCuV

De plus dans (3) (4.1), nous savons de Prop 3.3 que
R = —Rpuuy
On passe alors de 'expression de départ Eq.1 a
D,Ricg, — DgRic,, —g*"D,Rgs,,,, =0 (4.2)
1) 2 (3)
1 2 3

Puis nous contractons 'expression suivant 5 et p

(1) s’écrit alors
g’"D,Rics, = D, g’*Ricg, = 9,Rscal
N

De plus (2) s’écrit alors
g’"DsRic,, = divgRic,

Enfin (3) s’écrit
g”'g" " DaRu, = 8" Dag™gs,RY,,
Donc en sommant d’abord sur p puis en utilisant la symétrie du tenseur de Ricci ceci

devient g*’D,Ric,, qui est exactement divgRic,
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D’ou
0,Rscal — 2divgRic, =0

ce qui vérifie donc d’aprés 4.1
div,G =0

O

Ce genre de calcul sera par la suite beaucoup plus simplifié en s’affranchissant de certaines
étapes de calculs.

Le tenseur énergie-impulsion T matérialise la matiére et I’énergie contenue dans I’'espace-
temps, cette équation traduit donc I'influence de la matiére et de ’énergie sur la courbure
de I'espace temps

Exemple 2. Donnons a titre d’exemple 'expression du tenseur énergie-impulsion relié a
un champ electromagnétique.

Dans lespace de Minkowski (R*™3 m), le champ electromagnétique composé d’un couplage
entre le champ électrique E et magnétique B est donné par un (0,2)-tenseur antisymétrique

F.

On définit le tenseur énergie-impulsion associé par :
Tog = Fo F) L FHE
of — Lay 8 Zmaﬁ uv

1. C’est un 2-tenseur symétrique
2. De divergence nulle (ie D*T,5 = 0)
3. il vérifie Ty = & = (|E*+|BJ?)

4.2 Equations d’Einstein

Nous voulons maitenant décrire la structure des équations d’Einstein. Ce sont des
équations différentielles. Nous voulons donner sous une forme la plus claire possible
I’énoncé d’un probléme de Cauchy relatif & cette équation.

Nous allons exprimer le probléme de Cauchy grace & un systéme de coordonnées qui
s’appréte bien a cela : les coordonnées d’ondes (Def.14).
Les équations d’Einstein de la relativité générale s’énoncent alors ainsi :

G =Tu (4.3)
En fait cette équation s’écrit dans sa forme générale
G;U/ + Aguu = T;w

avec A la constante cosmologique mais nous ne nous attarderons pas la-dessus dans ce
qui suit. Nous considérerons toujours (4.3)
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Remarque 8.

Résoudre les équations d’Einstein c’est trouver la métrique g et la variété A vérifiant
ces équations

Les équations sont tensorielles donc sont invariantes par changement de coordonnées.
De plus lorsque T'= 0( il n’y a ni action du champ, ni d’énergie)

Alors on peut prendre la trace de (/.5) pour obtenir que le tenseur de courbure est
nul

1
gf Ric,s — §ga6 g.sRscal = Rscal — 2Rscal = 0

(la variété étant de dimension 4, g*Pgas =4 )
Ainsi équation dans le vide se réécrit

Ric =0 (4.4)

Nous allons revenir & une équation d’onde sur la métrique g.
L’opérateur d’onde, ou d’Alembertien associé & g est noté et s’écrit pour toute fonction
scalaire f

Ogf == D'Dy.f = ¢"'f = ¢" (0,0,f — T2, f)

De plus nous noterons la partie principale du D’Alembertien

Ogf = 98,0, f

Pour faciliter drastiquement les calculs nous allons opérer avec un systéme de coordonnées
d’ondes

Definition 14. Un systéme de coordonnées d’ondes sur (M ,g) est la donnée de 4 fonctions

scalaires 2°, ..., x> sur un owvert % de M vérifiant

Ogz® =0 (elles vérifient toutes la méme équation d’onde)

Lemme 4.2. Dans un systeme de coordonnées x*, Ug est donné par

1
O, f = ————0; (g?*\/|det g0,
gf /—|detg] B(g ’ e g\ f)

Lemme 4.3. Les coefficients gop de la métrique g dans les coordonnées d’ondes vérifient

pour tout o
1

gﬁuaﬁgua = §guuaag,uu

Démonstration. On introduit des coordonnées d’ondes (z*)a =0,...,3
En remplacant a chaque fois par la coordonnée z® dans 4.2

Soit o € {0,...,3}°

Op <g5a\/ |detg|> =0

6. au bout d’'un moment nous détaillerons pas toutes les étapes de la rédaction qui seront alors
explicites pour étre plus concis
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on a donc

1 v
Op8pn + 58" 8" Vs = 0 (4.5)
or on a

gaugﬁuaﬁgwj — _gal/gﬂﬂaﬁg’wj (46)

Ainsi en remplagant dans (7.4) nous obtenons

v 1 (0% 174

g"g” = 58" e" g (4.7)
il suffit de multiplier I’équation par g, O

Montrons maintenant la proposition suivante

Proposition 4.4. Dans les coordonnées d’ondes, Le tenseur de Ricci s’écrit

. 1=
Rlcaﬁ = _émggaﬁ - aﬁgvuaugva - ag’yua’yguﬁ + Qaﬁ(aga ag)
ot Q) est une forme quadratique en les coefficients de g
Démonstration. Aprés quelques calculs nous obtenons
Ric., — —tgm 0*8as 1 1o (08 8o g
o 0xY0x®  0x70xf  0x*0xP

2g ox oz = 2
Or d’apres le lemme (4.3), en utilisant les indices adaptés et en utilisant la symétrie de g,
nous avons d’abord en fixant 'indice «

) T Qus(09,99)

1
8" 0u8ya = §gwaagw (4.8)
1 1
03870,8v0 +8"050,8va = 565gw8agw -+ §g7“8a85g,w (dérivant suivant [3)

(1)

De fagon analogue sur l'indice [ remplagant o et aprés avoir dérivé par o nous avons

1 1
0.87"0,8up + 800,818 = 2 08" 08y + igwaﬁaagw (4.9)
(2)

(1) et (2) sont les deux premiers termes entre parenthése de I'expression du Ricei ci-dessus.
Ainsi en additionnant ces deux termes, nous avons

87050,80 + 8" 000,88 — 803008y = %(%gwﬁagw + %(%gwaﬁgw
— 0587 0u8ya — 02871 0,8up

Donc

1 0°8as
3 — __ogYH_—__ 2% TH — TH
Ricas = —58" 5 -5 & — 058" 01810 — 0a8™"018us + Qas(99, 99) (4.10)

Donc hormis le premier terme qui est exactement Egg nous avons réussi a supprimer
toutes les dérivées secondes pour n’avoir que des dérivées premiéres multipliées par des
coefficients dérivés de la métrique inverse et une forme quadratique en les coefficients de
g pris en 0g. m
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Nous allons poursuivre cette étude pour montrer la proposition qui suit le lemme (4.5).

Lemme 4.5. Soit () un systéme de coordonnées d’onde. Alors pour tout o

g"T,, =0 (4.11)
Démonstration. On remplace dans 4.2

Oez® =g | 0,0, —Fijxo‘
——

=0
on a alors le résultat par la définition de (z%) O
La proposition suivante nous éclairera directement sur 'utilisation du D’Alembertien

Proposition 4.6. Dans les coordonnées d’ondes, Le tenseur de Ricci s’écrit

RiCaﬁ = _§|:|ggaﬂ + Qaﬁ(aga ag)

ot Q) est une forme quadratique en les coefficients de g
Nous exposons une preuve de ceci

Démonstration. Nous savons de (3.2) que la forme du tenseur de Ricci est de fagon
générale

., B orl,
oxY oxP
En se rappelant de I'expression des Christoffels Le terme en I'? désigne les produits de
Christoffels, qui résultent en une somme de produit de coefficient de la métrique g et de
leurs dérivées premiéres, et un produit de dérivée premiére de coefficients de la métrique.
Donc il s’agit bien de quelque chose de quadratique.

Ricag = + FQ

Définissons T’ 5, = % (0a8yp + 04805 — 058ar)

Fgﬁ = 8"l

Avec ces notations,

T, =0y (8") Lgpe + 870, 5, (4.12)
Il =05 (8771, o + 877051

vpa vpa

De fagon a calculer Ric,s il nous faut calculer le terme

g’ypa’yrﬁpa - g’YpaB pra

De plus,
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20, o0 = 07088ap + 070083 — 0+0,8pa
2051, 0 = 030,8ap + 050a8yp — 050p8ra

Tel qu’en simplifiant les premiers termes

287" (avrﬂpa - 8ﬁrwa) = —\gwﬁvapga@—i—\gw (0400880 — 030a8rp + 950p8ra) (4.14)

/

g v~

(1) 2)

Nous allons réécrire (2) de fagon a faire apparaitre les conditions du lemme (4.5).
Pour cela, il nous faut exploiter la symétrie de v et p dans l'expression de (2). (2) peut
en effet se réécrire

8" (0,0088y — 08008y + 050+8pa)

Ainsi, !

g"7(0,0a88p — 08008y + 080,81a) = %g”” (0500880 — 080a8rp + 0p0p8ra
+ 00088y — 08008py + 030+8pa)

= %g””(&y@agap — 95008y + 0,008y
+ 950,810 — 080a8py + 930:8pa)
=~ Llew@.r,,, —o,r

2

1 1
=35 (0a( g’yprfyﬁp ) + é(aﬁ( g’yprpa'y )

VBp pary )

2

202 =0

1 1
- é(aa(g’yp)r'yﬁp + §(aﬁ(g’yp)rpa'y)

Le dernier terme est alors un produit entre dérivées partielles premiéres des coefficients
de la métrique. Et le premier terme dans (41.14) est exactement —ggqs
Ainsi en se rappelant des I'? dans l'expression du Ric,; nous avons démontré que

. 1
RlCaﬁ = _§|:|ggaﬂ + Qaﬁ(aga ag)

Avec () une forme quadratique en les coefficients de g O

1. dans le calcul on regroupe les termes admettant une dérivée partielle respectivement en « puis en

B

2. par les conditions des coordonnées d’ondes
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4.3 Le probléme de Cauchy en relativité générale

Maintenant que le cadre est fixé, touchons un mot sur le probléeme de Cauchy en
relativité générale.
Dans ce rapport, nous nous attacherons beaucoup plus a décrire une synthése du probléme
de Cauchy pour les équations d’Einstein.
Nous invitons le lecteur désireux a comprendre les détails des preuves mathématiques a
lire [5] et [4].

De facon analogue aux problémes généraux de résolution d’équation différentielle, nous
allons considérer les données initiales sur un espace. Cet espace sera l’ensemble de pris
avec un temps fixé. Par exemple, {t = 0} correspond a un tel espace.

Une hypersurface ¥ C . est dite de type espace si g(X,X) > 0 pour tout X. C’est
sur une hypersurface de type espace que nous allons définir les données de Cauchy pour
I’équation d’Einstein.

On peut associer a X sa normale unitaire, c’est-a-dire l'unique champs de vecteur 7" de type
temps vérifiant (T, T) = —1 et g(T, X) = 0 pour tout X. L’objet suivant est fondamental.

Definition 15. Soit X C .# une hypersurface de type espace et T la normale unitaire a
Y. On définit un 2-tenseur sur par K(X,Y) = —g(DxT,Y), que l'on appelle la seconde
forme fondamentale de 3.

On peut restreindre la métrique g a X car 7,2 est un sous-espace vectoriel de T,,.#
pour tout p € X.
De plus de facon analogue au cas lorentzien, cette restriction méne a définir sur ¥ une
métrique riemanienne g. Donc on peut y définir de méme une dérivée covariante D et un
tenseur de courbure R.

Definition 16. On nomme les équations de contraintes

R+ (trgK)* — |K|2=0 (4.15)
~D'Ky + Ditrg K = 0 (4.16)
On appelera alors le triplet (3, g, K') des données de Cauchy du probléme.

Le théoréme suivant démontré par Choquet-Bruhat pour la partie existence et par Choquet-
Bruhat Geroch pour la partie unicité s’énonce ainsi

Théoréme 4.7. Soit (X,g,K) des données de Cauchy qu’on dira étre suffisamment
lisses. Il existe une unique solution (M ,g) des équations d’Einstein qui soit globalement
hyperbolique et mazximale telle que

1. (A, g) soit une variété lorentzienne de tenseur de Ricci identiquement nulle
2. X C M soit de type espace
3. g soit la restriction de g a X

4. K soit la seconde forme fondamentale de X
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Un schéma de la preuve en [4] et dans la thése de mon directeur de stage montre
comment notamment l'utilisation des équations d’Einstein écrites sous la forme (4.06)
permet d’obtenir une équation a dérivées partielles sur g qui se résout par un schéma
itératif fondé sur des estimations d’énergie pour [jg.

Par exemple pour ¥ = R?, ceci donnera une solution g sur [0,7] x R® pour un certain
T > 0.

5 Linéarisation des équations d’Einstein

Nous tentons de décrire les solutions aux équations d’Einstein. D’un point de vue physique
nous serions intéressés d’obtenir des solutions approximatives qui se "rapprochent" des
solutions exactes. Nous voulons trouver une famille de solution approximatives. Une
stratégie que nous pouvons penser mettre en place est de linéariser les équations d’Einstein.
Donc de considérer la métrique comme une somme d’une métrique "propre a 'espace-
temps" que 'on nommera le background et d’une perturbation.

Il se trouve qu’a cette issue la linéarisation donnera des résultats probants d’un point
de vue mathématique et physique. Nous pouvons matérialiser par notre pensée le fait que
I’espace temps n’est pas statique c’est-a-dire que la métrique s’accompagne de perturbation
qui peuvent étre toujours en fluctuations et se propager. Nous mentionnerons I’exemple
des ondes gravitationnelles. Cependant comme nous le mentionnerons I'approche s’avérera
bien incompléte dans de nombreux cas.

Ce qui fera l'objet de la partie qui suivra : une méthode permettant de trouver une
certaine famille de solutions "exactes" modulo des conditions.

Nous réalisons notre étude de linéarisation des équations d’Einstein autour de la métrique
de Minkowski m (voir Remarque 2 p. 6).
Soit (. ,g) une solution des équations d’Einstein telle que :

8ap = Map + hozﬁ

avec h une métrique associée et vérifiant de plus h petit devant m. Ici m est le background
(BG) et h est la perturbation.

Proposition 5.1.

1. le linéarisé du tenseur de Ricci est donné par
. L., 1., 1
(5Rlca5 = —56 a“hag + 58 (aahgu + c%hw) - §8a85h

ot on a posé h = m*h,g
2. Posons

— 1
haﬁ = hag — ihma@

1. Nous ne faisons pas une anaylse détaillée de l'origine de ces équations mais 'on explique trés
bien l'origine équations de contraintes dans [5] [4] et la thése de mon directeur de stage qui paraitra
prochainement
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3. Soit € un champ de vecteur, le linéarisé du tenseur de Ricci est invariant par la
transformation B B
hag — hag + 8a55 + ana

Cette transformation sera nommé tranformation de la jauge de Lorentz *
Elle préservera [invariance par rapport au tenseur d’Einstein

4. On peut alors exprimer le linéarisé du tenseur d’Einstein pour obtenir 6Gpg, =
L
—=[h
2 —"Br

A T’issue de cette proposition nous donnerons la forme des équations d’Einstein linéarisées.

Remarque 9. La notation d signifie que l’on regarde le "linéarisé"” c’est-a-dire ['expression
développée a l'ordre {0 + 1} par rapport a la perturbation h

Démonstration. Rappelons encore une fois I’expression du tenseur de Ricci

Ric,s = 0,17 5 — 9517, + I

Nous laissons de coté le terme quadratique puisqu’en développant les termes contiendront
plus d’un terme h en facteur.

Nous voulons 'expression linéarisée a I'ordre 1 en A du tenseur de Ricci pour la métrique
g que nous étudions.

Nous donnons d’abord ’expression linéarisée du tenseur de courbure.

Par souci de clarté, nous présentons le détail des calculs a la page suivante.

7. pour plus de détail sur les jauges voir [5] [4]
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0RS,, = 9,015, — 9,013,

Buv

L’expression développée des Christoffels nous meéne a écrire en tenant compte des termes
d’ordre 1 seulement

1
6Fau = §maa (auhaﬁ + 8,8hm7 - aah,é’u)
et aussi
« 1 oo
5F5M = §m (al/haﬁ + 8,3hlw - 8¢7h6u)

Donc

1
SRS, = =m® (8, (8yhep + Oshue — Ouhg,)

Buv 2
— (Ovhop + Oshyo — Oshipy) )

en simplifiant certains termes

1
0R3,, = imo‘”(aﬂﬁghw — 0,05hp, — 0,05h,u0 + 0,05h3,)

La variation du tenseur de Ricci est donc
dRicg, = %(85 (m7*0nhye) — M7*0,00h s,

— 00, (M “hogo) + 0y (M7“Oshpa) )
on note la trace de h*®
h=m"%ha,
et l'opérateur d’onde

m’*0,0«

I’expression devient alors

25RiC@V = 8g (mmﬁahw) + 8V (m"aﬁahf;a) — c%é)yh — Dhgy

1 1
= 818 (mgaaahag — 5&,]1) + (9V (mmaghﬂa — 585]1) - Dhlgy
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On pose alors

et donc
Ouh = (hf} — lhél‘f) =mOphya — 18,,]1
2 2
De méme
Oah = Oq <mmaahﬁa — %@m)
Alors la variation du tenseur
20Ricg, = 050.h% + 0,0,hG — Ohg,
avec les conditions de jauge
Ouh® =0
alors

1
(5RiCBV = émhﬂy

Sachant que le tenseur d’Einstein est juste la trace réciproque du tenseur de Ricci

Gﬂy = Rﬁu
Alors on a
1 -
0Gp, = —§Dhﬁy

Les équations d’Einstein linéarisées a 1’ordre 1 s’écrivent donc

Ohg, = —2Tp,
avec la jauge de Lorentz donnée par
d,h?" =0
En écrivant de facon développée on lit
0? - 0? - 02 - 0? -
——hg, + =—hsg + =—hg + == hg, = —2T1},
g’ T gt T ggater g s

Donc on voit trés explicitement que c¢’est bien une équation d’onde sur toutes les composantes.
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5.1 Ondes gravitationnelles

Au niveau "physique", h pourrait représenter la perturbation que provoque le passage
d’une particule par exemple, mais le résultat important c’est la mise en valeur d’

Nous restons dans le cas du vide soit 7' = 0 Dans les conditions de la jauge de Lorentz
(5.1) les équations 4.3 se réécrivent

Ohg, =0

Dans le cadre de . pris en dimension (1 + 3), nous avons donc 10 équations indépendantes.
De plus, comme nous utilisons la métrique de minkowski représentant un espace temps
"plat", nous pouvons considérer des ondes planes qui s’y propagent.

Ainsi nous pouvons chercher des solutions de (5.1) sous la forme

;_l;w = ?R{ijeikaxa} = %{Aﬂyeikixiei‘”t} 9

Donc on pose A,, des scalaires, ce seront les 10 inconnues de notre systéme de 10
équations V. Chaque A représente une polarisation possible de 'onde gravitationnelle.
Les trois composantes k, associées aux composantes espaces forment le vecteur d’onde de
I'onde gravitationnelle et on a posé w = —ky.

Précisons que le D’Alembertien agit sur I'une des exponentielles complexes utilisées donne

Oe” = 0,0%" = (iky)(ik®) = —kyk*

Donc on a une solution si le vecteur k est isotrope (i.e k,k* = 0 ) ou bien encore qu’il

vérifie
w=+1/k}+ ki + k2

Cette relation de dispersion impose qu’a la fois la vitesse de groupe égale la vitesse de
phase égale la vitesse de la lumiére.

De plus, on pourrait alors penser qu’il y a 10 polarisations possibles de 'onde puisqu’il y
a 10 équations a 10 inconnues.

En fait les conditions de jauge de Lorentz d,hg, = 0 imposent

APk, =0 (5.3)

ce qui ajoute donc 4 conditions puisque 4 équations indépendantes.
Ainsi, nous passons de 10 degrés de liberté a 6 degrés de liberté.
De plus il y a une condition cachée dans la jauge de Lorentz, celle-ci va restreindre des
degrés de liberté aux A,,. En effet, en introduisant la transformation de jauge £ donnée
par

et = R{iBrea™")

Elle vérifie bien la condition de jauge puisque (e = 0
La perturbation de la métrique se retrouve transformée par

9. on sépare les composantes espaces de celle de temps
10. h étant symétrique et on suppose les k, connus
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B,“, — B;w — Ouey — Oy + My 0ne®
et donc I'amplitude
Ay — Ay + kB, + kB, — myu, ko B

On peut alors choisir les 4 composantes B. comme nous le souhaitons.
Nous utilisons alors les conditions de la jauge TT !

c’est-a~dire qu’il est particulierment judicieux de représenter spécfiquementla transformation
qui s’opére sur les quantités suivantes

%Ag %Ag —W —kl —l{fg —]{?3 B()
Aoy Aoy ki o—w 0 0 By
Aog — Aog + k’g 0 —W 0 BQ
Ap3 Aps ks 0 0 —w By

et comme la matrice 4x4 est inversible, on peut alors choisir comme nous souhaitons les
Ag et AOi
On choisit alors la condition TT.

1. A2 = 0 (onde sans trace, traceless)

2. Api = 0 (onde spatiale)
Tout ceci nous donne au total 8 conditions sur les A, ce qui implique qu’il reste 2 degrés
de liberté, 2 mode de polarisations possibles de 'onde graviationnelle.
De plus, les conditions TT s’avérent fixées c’est-a-dire qu'une transformation de jauge ne
les éliminent pas.
Sachant de plus (Eq. 5.3) on a

A;jk? = 0 (onde transverse)

Ces calculs étant faits et les techniques générales de calcul étant illustrées ci-dessus
Si 'on considére une onde se déplagant juste dans la direction z (k, =k, =0et k, # 0
), les conditions de la jauge TT imposent que

0 0 0 O
10 Ay Ax 0
A=10 4, -4, 0
00 0 0

La métrique associée a ce type d’onde gravitationnelle s’écrit

ds® = —dt* +[1 + R(A; e®)](dx)? + 2R( A eV dady + [1 — R(ALe**)](dy)? + (dz)*
Prenons deux particules a des positions fixées dans ’espace.

Lors du passage de I'onde,

1. dans la direction x les particules se voient se rapprocher puis s’éloigner

2. dans la direction y il se passe la méme chose de fagon déphasée de m par rapport a
précédemment

3. il n’y a rien qui change dans la direction z

11. Le lecteur désireux de voir plus d’illustration des applications de la linéarisation des équations
d’Einstein peut consulter [8] (p.935) ou des exemples multiples sont introduits ainsi qu'une méthode
pour calculer la jauge TT.
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5.2 Les limites du linéaires

Les conditions de jauge de Lorentz (5.2) et I'équation (5.1) donnent
1 _
o0, TH = —5[]8,,]1‘”’ =0

Toujours dans le cadre de la théorie linéaire, ceci est une équation de conservation. Le
tenseur énergie-impulsion est donc conservé localement ou plutot en premiere approximation.
Or si nous mettions une masse dans le champ gravitationnel de la Terre, nous verrions
que sa quantité de mouvement P est conservée.
En effet cette derniére s’exprime '
P = / TYdx
1%

Or la dérivée de ceci donne

P / T d*x = — / TV s = — 7{ Tin;d*e = 0
\%4 \%4 x

Parce qu’a l'extérieur de la masse, c’est le vide donc le tenseur T est nul donc aussi au
bord.

Ainsi la quantité de mouvement de la masse est constante ce qui est paradoxal. '

Cette apparente contradiction est levée lorsque nous revenons aux équations d’Einstein
non linéarisées.

Nous avons choisi de détailler cet exemple pour illustrer le fait que nous ne pouvons
pas nous affranchir de I’aspect non-linéaire des équations d’Einstein. Il y a pleins d’autres
exemples.

De méme nous voudrions bien définir I’énergie de 'onde gravitationnelle. Mais a travers
quelle métrique pouvons nous la définir sachant que la métrique d’arriére-plan (le Background)
joue aussi un roéle dynamique ? Car si nous définissons une énergie de I’'onde gravitationnelle
donnée par la perturbation h nous voudrions le faire par rapport a une métrique fixée. De
plus cette énergie peut elle-méme avoir un effet sur background.

Dans [8] ceci est détaillé et nous y lisons que I'énergie est quadratique en les coefficients

de h.

Enfin un aspect plus évident est qu'un grand nombre de phénomeénes physiques induisent
des perturbations h qui sont loins d’étre négligeables. Donc 'approximation linéaire serait
complétement inappropriée pour les décrire.

12. avec V le volume de la masse, X sa surface ou son bord
13. la derniére égalité s’obtient par le théoréme de Green
14. nous avons cas prendre ’exemple d’une chute libre
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6 Recherche de solutions radiatives dans les équations
d’Einstein

Dans [1], Yvonne Choquet-Bruhat considére une famille de métriques lorentziennes de
la forme

o, 08) = ool w0) + ~ g (. 0) + 59 (. w9) (61
ou
1. go est une métrique que pour l'instant nous est inconnues
2. w > 0 joue le role d’une pulsation élevée
3. ¢ est une fonction scalaire jouant le role d’une phase
4. les perturbations g™ et ¢® sont des fonctions de la variables z et de € = w¢

L’objectif de Choquet-Bruhat est de trouver les conditions a avoir pour que la métrique
g soit une solution approchée des équations d’Einstein
(i.e) qu'elle vérifie

Ric,s = O(w™) (6.2)

Nous rappelons que I'expression du tenseur de Ricci contient au plus des dérivées secondes
de la métrique. Donc le tenseur contient probablement des termes d’ordre w ou w®. Ces
termes la doivent étre annulés pour obtenir (6.2).

6.1 Deéveloppement asymptotique du tenseur de Ricci

D’abord, il nous faut trouver un développement approché de la métrique inverse de g.
On écrit alors

()M 1) M 1 @M
=T @+ D9 e + 5 e+ (63)

Sachant que par définition
9V gra = 04
donc en calculant et regroupant par ordre
Q. © N L (0)
g gra = Ok (il s’agit de la matrice inverse de gy),)
1

W O o) ©) (©
9" 9ra + 9" 9ra = 0, Cest-a-dire ¢** = —g**g"’ g,

(») (¢—1) (p—2)
(0) (1) (2)
g)\ug)\a + g)\N 9ra + gAN Jra = 0
(p)

. ) , . . (@)
Ainsi par récurrence nous déterminons tous les termes g en fonction de g,
avec ¢ = 0,1, 2.
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Nous dérivons maintenant (6.1) pour obtenir

- o P 1, m 1@ 1, @
aag)\,u = OaGxrpn + gg\ana + _aozg)\,u + —Qg\una + _Qaag)\,u (64)
w w w
ou l'on a posé
- g, (T, wo(x
g, = 20ulrs0(a)
T
Ng = 0@

;o agw(x,e)
e S G

et la dérivée partielle suivant x

0 xT, e
8ag)\,u - { gA;ia ) }
e=wo

Ainsi de (6.3) et (6.4) nous déduisons le développpement des Christoffels

N T B

Avec

(2\) —\ 1 (O)AM (Il) (/1) (/1)
Fos=Tas+t 59 | 9una+ Goums = Jasmu

_ 0
et que Féﬁ désigne les symboles de Christoffel de la métrique de base (g)
Du développement (6.6) nous déduisons bien le développement du tenseur de Ricci

. (=1 (0) 1@ o
Rlcag =w R af T Rag -+ —Rag +... 0 (66)
w

Nous dirons que la métrique g sera une onde approchée d’ordre
(=1
zéro si R ,53 =0 (et Rap borné )

(=D (0) (0)
1si Rog=0¢et Rog=0 (et wRap borné)

(=1)
Il se trouve d’une part les équations R ,3 = 0 pour l'ordre 0 et de l'autre le systéme

(=1 (0)
des équations R ,3 = 0 et R, = 0 pour l'ordre 1 sont invariantes par changement de

coordonnées. Nous ne détaillerons la preuve de ce résultat qui se trouve dans [1]. Par la
suite, nous l'utiliserons pour se placer dans des sytémes de coordonnées judicieux pour
trouver des relations tensorielles par la suite (qui seront indépendantes du systéme de
coordonnées).

15. par soucis de clarté nous noterons avec R ce qui est relatif au tenseur de Ricci
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6.2 Coordonnées radiatives
Les coordonnées radiatives sont des coordonnées telles que 2° soit définie par :
2% = ¢(r). donc ng =1, et n; =0 (6.7)

Ce qui est un choix toujours localement possible.

6.3 Reésolution pour les ondes approchées d’ordre zéro

ous ne traiterons pas en entier la résolution pour l'ordre 0. On pourra consulter directemen
N trait tier 1 lut I’ordre 0. O Iter direct t

[1]. En regroupant les éléments d’ordre 0 dans (6.6) nous identifions que

(-1) (0) (0)
R aB — I‘"\aﬁn,\ - F/ABATLO(

D’ou I'équation approchée d’ordre zéro

e [[® ) ) )
R o5 = 5 g Jou"8 T 9guMa | Tx — GrNang — Gagnunn p =0 (6.8)

ol on a posé
s = { 00}
A = 1
g de? e=weo

Dans [1], on montre que (6.8) est vérifiée équivaut aux conditions de la surface d’onde.
Nous présentons la condition de la surface d’onde. On dit que pour que ¢ soit surface
d’onde de la métrique base alors

0
gMnan, =0 (6.9)

Dans le cadre des coordonnées radiatives ceci se traduit par
(0)
g0 =0 (6.10)
1
Ainsi, nous déduisons que la partie du terme oscillatoire g(a)ﬁ est
®n .
gzy 1,] = 17 2a3

Ainsi que les équations (6.8) s’écrivent

(=1) I
(1) 1 (Q),(l//)
R o = —59”9@‘ =0 (6.13)
(0)
On a posé n* = gMn,, soit
O
n’ =0 n! = g% (6.14)



Les quatre équations (6.11) sont en coordonnées radiatives les 4 conditions nécessaires
et suffisantes pour que I'on ait une onde approchée d’ordre zéro.
Ces derniéres conditions impliquent

1 .

571] gi;=0 (6.15)
1 .07
L % 0 (6.16)

2

6.4 Résolution pour les ondes approchées d’ordre 1

Dans un premier temps, nous avons la démarche de trouver des conditions nécessaires
pour qu’il y ait des solutions d’ordre 1.

Aprés les calculs réalisés lors du développement asymptotique nous pouvons donner
I'expression du terme d’ordre (0) du tenseur de Ricci

(0) 1) (1) (0) (0) ©) (0 o (0
O Ras =T 0pny — I aana + O\ g + 0al gy + TR0y, — TH,, 05, (6.17)

Si n*ny =0

Rag =359 Gautang + g5unann = gunang o + Hog =0 (6.18)

ou 7,3 est la somme de termes suivants
%g = Iaﬁ + IIag + IIIQB -+ Ivag + Vaﬁ

Ou
1)
1. Iop correspond & la somme des termes en gy,

(1)
2. I,p correspond & la somme des termes en 9,9,

(1)
3. IIl,p correspond & la somme des termes en g:“\

(1)
4. 1V 5 correspond aussi la somme des termes en 0, ¢’,, mais qu’on décide de catégoriser
ap BA
a part suivant les coefficients utilisés

5. Vap = Rap (tenseur de Ricci de la métrique de base) '

Les termes des expressions développées des I3, - ,IV,5 comportent toujours un
terme n) des coordonnées radiatives. Donc il y a beaucoup de simplification qui vont
s’opérer si ’on voulait les calculer. Ce que nous ferons.

(2)
Les équations de (6.18) sont 10 équations linéaires en les g§, non homogénes. Les

parties homogeénes (terme entre parenthése) sont non indépendantes. Donc dans les coordonnées

17. Donc on retombe sur nos appuis puisque maintenant ’objectif et d’établir un lien plus direct avec
la métrique de base pour en sortir des conditions
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(2)
radiatives '* les partis homogenes en g, sont identiquement nulles pour «, 8 = 4,5 " et
arbitraires si a ou g = 0.
(2)
Il ne reste plus qu'une condition nécessaire pour que les parties indépendantes de ggfu soit
nulles

J6; =0 (pour i,j = 1, 2, 3)

ce qui fait 6 équations indépendantes.

(0)
Comme nous le disions, nous constatons qu’en coordonnées radiatives, R;; se réduit

a, en développant en simplifiant les termes de J7;;

O @ 1, 0 0 1@
RZ] =—-n ahgzy + En (8zghj + ajghz) -39 gzg

2
1, k(}) (}) 1 (1/) _ ® 1. (0) (1)
+ 270 9indi —gijvx\n F”ghk + QFWQ
l=o » ) 1= (1131 (/1) 1=, (% W 5 20
- §F20n g]h - §leg g]m + 2F7,lg gr] + RZ] =0

Nous sommes trés redevables aux coordonnées radiatives puisque notre expression ne
: 1) . (1)
contient que des ggj et ses dérivées par rapport aux z®. Les autres termes g/, ou encore
v
gi; 0’y figurent pas!!!
. : . . . D
Nous avons bien 6 d’équations différentielles aux inconnues g;;
En plus les relations *' (6.15), (6.16), conditions nécessaires, permettent de réécrire les

équations en début de cette page sous une forme extrémement plus simple

(0) e @ 1@
Ry = —n"Vig; — —ngm + Ry =0 (6.19)

ol on a posé
NSy (1) _ M) _ (1)
thij =h Y5 — L hiba — Lia
Remarque 10. On rappelle que dans les coordonnées radiatives T = Vin;

Donc Vy, est calculé de fagon formel avec les Christoffels ffj a l'exclusion de ceux présentant
un indice zéro.””

Remarque 11. Les équation (0.19) sont des équations différentielles dites de transport,
la "direction" du transport étant prise dans la direction du vecteur n*
rayon sur la surface d’onde ¢ =0/

vecteur tangent au

Nous avons donc montré que les équations (6.15), (6.16) et (6.19) sont des conditions

) . . L. (1) . .
nécessaires que doivent vérifier les g;; pour avoir une onde approchée d’ordre 1.

18. Rappel n, = 69

19. on rappelle qu’ici les indices alphabétiques sont réservés pour les entiers naturels strictement positifs
21. Nous pouvons admirer un moment & quel point c¢’est cousu de fil blanc!

22. il y a toujours ceux-la qui sont arbitraires
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Maintenant nous allons montrer un résultat permettant de montrer partiellement la
suffisance de ces conditions.

Théoréme 6.1. La vérification des équations (6.19) dans l’espace-temps et des équations
(0.15), (6.16) sur une hypersurface initiale transverse aux rayons (trajectoires du champs
de vecteur n®) entraine la vérification de ces derniéres équations dans l’espace-temps si le
tenseur de Ricci de la métrique de base vérifie les conditions

n' Rij =0 (6.20)
i
9 R, =0 (6.21)

En bref, imaginons-nous dans un repére orthogonal 3D comme en (6.4).
t

Nous imaginons que chaque plan comme celui en rouge est isomorphe a R3. En
particulier celui dessiné est orienté par le champs de vecteur n® ) Ce que nous dit la
proposition précédente c’est qu'il suffit de vérifier les équations (6.19) et (6.15), (6.16) sur
un plan (sur une hypersurface) ceci suit une évolution : il suffit que ¢a soit vérifié dans ce
plan 14 sous (6.20) et alors les équations seront vérifiées dans ’espace temps.

On peut le voir comme si le plan évoluait dans I’espace-temps et le comportement de ce
qui s’y passe est conditionné par ce qui s’y passé dans le plan initial.

Démonstration. On déduit de (6.19)

M 1@ _ ,
—nhnjvhgz{j - §ggjv>\n’\ + R;; = 0 (on a multiplié par n’ et utilisé 6.20)

ce qui s’écrit

M {m i i )
—n"nIV gl — §9§jv,\n’\ + R;j = 0 (et ce parce que niV), = V}, puisque n” = 0) (6.22)

(0)7,] _ (O)ij(l), ; '(1)/ 1 (O)l](l)/ 3

]
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Les équations (6.22) et (6.23) sont quatre équations différentielles ordinaires pour les
1 (0)
quatre quantités n/ g(];j et g g;; d’ou le résultat anoncé.

Une analyse sur l'intégration des équations de propagation réalisée dans [1]| permet
d’achever la suffisance des conditions. Il s’agit de la technique dite d’intégration des
équations de propagation.

On synthétise alors tout ceci dans I’énoncé du théoréme ci-apreés.
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D’ou le théoréme
-1 0
Théoréme 6.2. Pour qu’en coordonnées radiatives, les équations R, = 0 et R;; = 0
, ey 1 . (1) o : ) .
soient vérifiées avec des gij(a:, g) bornés pour tout e | g .o sont arbitraires | il est nécessaire

et suffisant que

1. la métrique de base vérifie les conditions

Rij:O

1 ,
2. les (g)ij vérifient les équations différentielles (6.19) de propagation le long des rayons,

1
3. les (g)ij vérifient les quatre conditions initiales (0.20) sur une variété initiale transverse
auz rayons, et sont réguliers (de classe C*) sur cette variété.

1 -
Les (g)ij dépendent donc de 2 fonctions aribitraires sur cette variété initiale **

6.5 Perte d’énergie radiative
) (0)
Il nous reste les équations Ry, = 0.
Nous utilisons les éléments qui sont arbitrairement pris (& savoir ceux avec les indices
7€10)

1
Si les (g)ij satisfont aux hypothéses du théoréme précédent il est toujours possible de
2 (0) 1
déterminer les (g)ij de facon a vérfier Ry, = 0 avec un choix arbitraire des (9)00,
2
Cependant il n’est pas toujours possible de déterminer les (g)ij bornés pour tout e, alors

que nous voulons une onde approchée.

(0)
En fait, si les conditions (6.20) sont vérifiées, les équations R, = 0 s’écrivent

© 1@ 1 (o _my 10 o

) _
Ce qui est intéressant ici c’est que Ry; est constant et que Ry ne dépend pas de € Et pour
ey (2)
qu’il existe des fonctions g’y et g’;; bornées pour tout ¢ satisfaisant I'équation précédente

1
les (g)l-j étant connus, bornés il faut et il suffit que

ROZ'ZO

En coordonnées quelconques ces conditions s’écrivent alors

Rag = TNaNg

23. On retrouve 2 modes indépendants de ’onde gravitationnelle
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(0)
il faut enfin considérer la derniére équation qui nous reste Ry = 0.

Aprés une étude de cette équation, nous trouvons une condition nécessaire et suffisante

1 2
sur le caractere borné des (g)Oi et (g)l-j et de leur dérivées.

Elles sont bornées si et seulement si Ry > 0.

Donc nous pouvons présenter une condition nécessaire ne dépendant que de la métrique
de base pour que les équations d’Einstein admettent une onde approchée d’ordre 1.

Il faut que

R,3 = tnong avec 7 > 0 (6.24)

Donc il s’agit d’un critére ne dépendant que de la métrique de base (le background)
pour savoir si I’onde peut étre une onde approchée oscillatoire d’ordre 1.

Remarque 12. La condition 7 > 0 s’interpréte comme la perte d’énergie par radiation
gravitationnelle due a la partie oscillatoire de la métrique. La métrique background gy ne
doit pas étre vue comme une métrique d’arriere-plan car elle décrit la perte par radiation
de l’énergie contenue dans [’onde. Elle permit de percevoir [’énergie de [’onde ce qui répond
partiellement a l'interrogation de la section (5.2)

6.6 Résolution approximatives a I’ordre 1 des équations d’Einstein-
Maxwell

Nous mentionnons que dans [2] Choquet-Bruhat applique la méme méthode que pour
la résolution approximatives a 'ordre 1 des équation d’Einstein-Maxwell

Gag = Tap

Avec T, 3 le tenseur énergie-impulsion électromagnétique associé au champ électromagnétique
E.
Elle le considére comme la somme Eqg(x,w¢) = Gop(x) + H(z,we) avec G une partie qui
oscille lentement et H la composante qui oscille trés rapidement.
Elle note T, le tenseur énergie-impulsion associé a H(x, w®)

On dira donc que les équations d’Einstein-Maxwell sont satisfaites a I’ordre 1 en w lorsqu’il
existe une constante M indépendantes de w telle que

Sup|Ric.s — Thgl < Mw™! pour tout w (6.25)
Sup|V,E*| < Mw™! condition de divergence (6.26)
Sup| ]{VQE[M < Mw™!. pour tout w (6.27)

Nous obtenons avec la méme méthode que dans la partie précédente’* une condition

24. les termes changent forcément mais les idées restent les mémes
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nécessaire sur la métrique de base et la partie rapidement oscillante du tenseur énergie-
impulsion pour qu’il y ait bien existence de solution d’ordre 1%
Pour qu’il y ait ce genre de solution le background doit vérifier

Rag - Taﬁ = T@a(bag(b (628)
avec. 7 > 0

7 Synthése

Nous avons donc exhiber une méthode de résolution d’équation aux dérivées partielles

décrite par Choquet Bruhat dans [1] pour trouver des solutions approchées aux équations
d’Einstein. Cette méthode offre des perspectives plus larges par exemple en résolvant de
facon approchée les équations d’Einstein-Maxwell ce qui est réalisé dans le second article
de Choquet Bruhat [2]. Cette méthode concentre toutes les spécificités et techniques
élémentaires associées a la relativité générale . D’autres méthodes dites de moyennisation
peuvent a priori étre developpées ce qui constitue un pas de plus dans le domaine trés
large des équations aux dérivées partielles en relativité générale.
Nous pouvons aussi nous poser la question de la convergence des métriques. Savoir méme
si une convergence ne serait-ce faible dans un certain sens permettrait de faire converger
un résultat. Par exemple si une famille de métrique (gy) vérifiant G, = 0, converge dans
un certain sens vers une métrique g est ce que le tenseur d’Einstein G associé & g vérifie
G = 0. Ceci concerne le début de la conjecture de Burnett qui a été résolue par mon
directeur de stage dans sa theése. ”°

25. avec toujours la métrique solution développée sous la forme asymptotique dont le 1re terme est le
background
26. en attendant la publication de sa thése nous pouvons citer deux de ses articles [6] [7]
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8 Appendices

Expression de la métrique g dans les coordonnées locales :

g = gaﬁdxo‘dxﬁ
Symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita associée a g :

i L 4 (3&'1 +3gk1 agjk)

ik~ 9 o

oxk Oz ozt

Equation des géodésiques dans un systéme de coordonnées :

(8 + 4" (03 (0T, = 0

Le tenseur de courbure R est défini pour tous champs de vecteurs X,Y,Z par :

R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dix viZ

Et dans un systéme de coordonnées, on a :

o 9\ 0 o 0
R(@x“”@x“) oxh _Rﬁwﬁ

™ (03 A .
ou Rj , est donné par :

Ol O,

R . a v o v
Byp — oY Ot Y B v B
Le tenseur de Ricci est défini par :
RiCBM = Rgau
Dans un systéme de coordonnées, on a :
« (63
Ric _ arﬂﬁ _ araﬁ a v e v
B — ora Ok av™ uf purt af

Courbure scalaire
Rscal = g Ric,g

Tenseur d’Einstein )
G.s = Ric,p — §gaﬁRscal
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G Equations d’Einstein
G, =T,

Le D’Alembertien est défini par :

O0f = DD, f

Dans un systéme de coordonnées d’ondes, on a pour une fonction scalaire f

. Ba
Df—\/maﬁ(g V |detg| 0 f)
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