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Théoréme de Corominas

Mercedes Haiech et Alexandre Eimer

18 janvier 2017

Théoréme 1 (Corominas). Soit f : R — R wune fonction C*. i pour tout
elément = & R,, il eziste un entier ny € N tel gue : f™)(z) = 0, alors f est une
fonction polynomiale.

Démonstration. Pouvr tout entier n ¢ N, définissons Vensermble
Fo=freR| f7)(z) =0}

et posous © =, Fo-

Etape 1 Nous allons montrer tout d’abord que sur toute composante connexe
de £2, f est polynomiale.

Comme £ est un ouvert de R, ses composantes connexes seront des inter-
valles. Soit donc Ja, b une composante connexe de Q et soit alors te, d] =]a, Bi.
Donge soit 2g & [c, d] : comme zq € ﬁ'n pour un certain entier n, il existe 7 > 0
tel que f)(x) = 0 pour tout €lzo —1; #o +n[. Aussi il existe une fonetion po-
lynomiale P telle que sur intervalle Jag — 71; 29 + 7, on ait f = P. Considérons
cependant

T = {t €]zg,d[ | V= € [zq,t], f(z) = P(z)}.

L’ensemble est non vide car 2+ & I, donc en tant que partie non vide majorée
de 1, elle admet une borne supérieure. Soit v = sup I'. Mordzrons alors que -y =d.

Par I'absurde, supposons le confraire : alors en appliquant le méme raison-
nement que pour g, on a lexistence d’um réel ¢ > § tel que sur Pintervalle
7 — &7 +el, onait f = Q pour un certain polynéme Q. Or, pour tout élément
z €|y~ 7], on a Q(z) = P(z) et comme cette partie contient un nombre
infini de points, alors @ = P, ce qui contredit la maximalité de -y puisque -y + €
convient alors.

Btape 2 Etudions Is topologie de £1° de sorte & montrer que {I° = &
Maintenans, montrons que O° ne contient pas de points isolés. Par Pabsurde,
supposons le contraire : soit xp un point isolé, seit alors ¢ > 0 tel que

L’L‘g — &0 + E] M = {Io}

Done [zg — €, zo[ et Jzo; 2o + ¢f sont des connexes de £2. On est donc assurd, par
ce qui précéde, de existence de P, Q deux polynémes tels que f cofncide avec




P (resp. Q) sur zg — €, mo| (resp. J2g; 20 + ¢]). Or par continuité de P et @ en
xg, on obtient que pour tout i € N : PU{zy) = QP (zy). Donc P = @, soit
alors n le degré de @, on a alors que =g € Fl,, 1. Ce qui est absurde. Done € ne
contient pas de poinds isolés.
Une fois les points isolés mis de c6té, il fant étudier Pintérieur de 2€
Supposons par absurde maintenant que {1° est d’intérieur non vide. Or
comme { |, - F, = R on en déduit que

(U FolmnQ*= U(anﬂc} =°.
neM el

Comme 2% est un fermé de R, il est complet. D'aprés le théoreme de Baire,
il existe ng € N tel que Fy, n Q° soit d’intérieur non vide. Soit Ja, b] tel que
1a,b[nQ° un ouvert inclus dans F,,. Soit = €]a, b{~1°. Comme £2° ne posséde
pas de point igolé, on peut trouver une suite de points distincts de Ja, b[~€1°
convergeant vers z. Notons cette suite ().
Montrons alors gue
Vnzng,zeF,

Quitte & extraire, on peut supposer que {z;);e; est sirictement monotone.
Pour fixer les idées, supposeuns la croissante. Alors on obtient que

5 (i) = £ i) = 0.

D’aprés le théoréme de Rolls, il existe y; €]z, Ty [, tel que et (3;) = 0. En
Itérant on aura done construit une suite (y;lien convergeant, par le théoréme
des gendarmes, vers z aussi. Or, par continuité de la dérivée ng + ! on obtient
bien que fo+ D) (z) — Q.

Emn itérant encore le raisonnemens, on aura done prouvé que Ve = ng : T € Fl,.

Domnons nous alors = €]a, b[n(. Puisque (3°n]a, bis 7, alors 1a composante
connexe de r dans {1 -notée {2,- a une extrémité dans |a, b]. Notons la 2. D'apres
ce que l'on a vu précédemment, il existe un polyndme P tel que P = f sur .
Cependant zp € 2°n]a, B[ ce qui implique d’aprés ce qui précéde que

Vn = ng, F% (z5) = P (zg) = 0.

Ainsi Je degré de P est inférienr strictement & ng. i
Done pour tout z €]a, b[, £0™) = 0, ainsi la. 8[< Fly, cependant :

Ja, B[S =

par hypothése, ce qui est abmirde. Donc 3¢ est dintérieur vide, et comme il ne
posséde pas de points isolés, cet ensemble est vide.
Avussi 2 = R et done f est polynomiale sur R.

i}



Théoréme de Morgenstern

Mercedes Haiech et Alexandre Eimer

18 janvier 2617

Soit I = C*{[0,1], R) muni de la métrique suivante :
VL) e FP d(f,g) = 3 min2 |(F - ™| }.
neEN ®
On rappelle que (F,d) est un espace métrique complet. En effet -

Remarque 1. Cette topologic est celle de lu convergence uniforme de toutes les
dérivées.

Plus précisément : soif; {fz) une suite de F convergeant vers fete>01
existe un entier N € ¥ tel que pour tout entier n = IV -

£ - 70,
Cette relation étant vraie pour tout entier i € N*, on obtient que :

£ - 40

& = d(fr, f) > win{2 %,

Vie IN*,

—s
o0 00

On va prouver le théoréme suivant -

Théoréme 1 (Morgenstern). X existe des fonctions de F analytiques en aucun
pOLRE.

Démonstration. Soit ¢ € [0,1] n Q. Posons
T(a,n) ={f e F | Vb e N,|f®(a)] < kn*}.
Nous allons montrer que T'(e,n) est un fermé dintérienr vide.

Caractére fermé. Donnons nous {fz)x une sutte de T'{a, n) convergente (pour
d) vers f. Montrons que la limite f est dans T(a,n). Comme

PO

Vie IN*,
koo

on obtient alors : ] ) )
Fa) = Jim fg) (@) < iln’.
—

Done T(a,n) est ferma.



D’intérieur vide. Pour ce faire montrons que
VfeT{a n),¥e > 0,39 € Ba(f,2), tel que : g ¢ T{a,n).
Soient alors b > 0 et c & R, considérons ia fonction -

fc,b M [0, 1] — R
z = ccos(b(z —a)).

On a immeédiatement les deux relations suivantes :

Foa|| = le- ¢

(21} — T 21
fep'ta}={—1)c-b
Comme la suite des restes d’une série convergente convergent vers zéro on
peut trouver un. entler k suffisamment grand tel que :

Z L <t
3>k 2
A k et n fixés, on peut aussi choisic & > 2 tel que :

2 (2k) n?®
. .

B* =

Seit alors -
s: [1h1] — R

5 o fz)+ % ok p(x).
De ce fail, solt i < k ¢
R R R
Donc on obtient :
d(f,s) = ;Nmin(z-i (s = £)llo)

= min L fi(s - AL + D min@, s — £F)])

i<k ixk
< Z Zz—k =+ Z 21.
'é{k. =k
£ &
Bt d’autre part :
£
|79 (@)~ 5@ )| = |Z 520, (o] = SoTRE > (2RI,

Donc s ¢ 1'(e,n), ainsi on aura prouvé que T'(a,n) est non vide.

b



Conclusion. On rappelle que par définition f est analytigue en a si ef seule-
ment si il existe un voisinage de a sur lequel f soit somme de sa série de Taylor,
et donc a fortiori f est analytique en tout point de ce voisinage. Ainsi comme
les boules ouvertes centrées en les rationnelles forment une base de voisinage,
on en dédutt que f est analyiique sur [0, 1] si et seulement si f est analytique
pour tout a rationnel.

De plus la convergence de la série de Tavlor en o implique d’aprés le critére
de Hadamard :

(%) ()
S (CA I S
kel 2

Donc pour un n suffisamment grand, f e T (a,n).
Or d’aprés le théoréme de Baire :

A= U U T(a,m)

a€(0,1]~Q nelN*

est un fermé d'intérienr vide. Alors le complémentaire de A est non vide, donc
si f € A®, alots f est apalytique en aucun poins de {a, 1.
O






