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1 Introduction

Le transport optimal de mesures est un domaine des mathématiques dont 'origine remonte au
XVIIIéme siécle avec le mathématicien Frangais Gaspard Monge qui a formulé en 1781 le probléme,
aujourd’hui connu comme "probléme de Monge" qui consiste & déterminer comment déplacer une
certaine quantité de ressource d’une configuration initiale - formalisé mathématiquement par une
mesure - & une configuration finale - une autre mesure - de maniére optimale, en minimisant le cott
total de transport. Ce probléme peut prendre de nombreuses formes, on peut s’imaginer vouloir
déplacer un tas de sable, réordonner des livres dans une bibliothéque, organiser le transport de fer
entre les mines et les usines et autres situations. Cependant ce probléme est compliqué a la résolu-
tion et est plutot mal posé dans le sens ot il n’existe pas nécessairement de processus de transport
optimal. Il a alors fallu attendre le XXéme siécle pour qu’en 1942 les travaux du mathématicien
russe Leonid Kantorovich apportent une formulation plus générale du probléme, appelé "probléme
de Monge-Kantorovich" formalisée difféeremment mathématiquement mais bien plus confortable car
d’une part il existe des solutions, le probléme est symétrique et d’autre part de nombreux nouveaux
outils s’ajoutent grace a cette approche. Kantorovich a ensuite requ en 1975 le prix Nobel d’économie
pour ses travaux sur la théorie du transport optimal et ses applications en économie. Le transport
optimal de mesures a ensuite été étudié sous de nombreux aspects mathématiques, aux applications
nombreuses (économie, physique par exemple).

Le transport optimal de mesures permet de comparer des mesures de probabilités, en particu-
lier la distance de Wassertein est une distance sur l’espace des mesures de probabilités (sur R? par
exemple) définie & partir du cott de transport optimal. On peut ensuite imaginer une démarche
approchant des problémes de statistiques et étudier la distance de Wasserstein entre une mesure de
probabilité empirique qui représente une expérience statistique et une mesure de probabilité fixe.
La question posée peut par exemple étre "combien cotite le transport d’une mesure de probabilité
empirique vers la loi sous-jacente 7". On se doute, et c’est vérifié (nous le verrons), que ce cout de
transport - par la distance de Wasserstein - converge vers 0. On peut aussi comparer deux mesures
empiriques différents, c’est-a-dire étudier un cotit de correspondance optimal.

Aux alentours de 2017 Eustasio Del Barrio (mathématicien espagnol) et Jean-Michel Loubes
(mathématicien frangais) étudiaient la question du coit de transport optimal entre une mesure
empirique et une mesure cible et ont approfondit la convergence vers 0 en apportant une vitesse
de convergence et le comportement probabiliste des fluctuations autours de la moyenne, c’est-a-dire
qu’ils sont parvenus a ériger un théoréme limite central.



2 Premiéres notions de transport optimal de mesures

Les résultats de cette section proviennent en partie des chapitres 1, 2 et 7 de [GSZ18|.

2.1 Probléme de Monge

La question posée par Gaspard Monge en 1781 est la suivante : comment déplacer de maniére
optimale un tas de sable dans un trou ? La premiére hypothése effectuée est que le tas de sable remplit
le trou, c’est & dire qu’ils occupent le méme volume. Ensuite, il faut comprendre ce qu’on entend par
une maniére optimale de déplacer le tas de sable : le faire de la maniére la moins cotiteuse. Par exemple
si 'on considére déplacer un grain x vers un grain cible y dans le trou cotite leur distance ||z — y||,
optimiser le transport du tas de sable reviendrait donc & minimiser le cotit total de déplacement de
tous les grains de sable, par rapport a tous les déplacements possibles.

Concrétement, on va modéliser le tas de sable & déplacer par une mesure p et le trou par une
"mesure cible" v, définies sur (RY, Z(R?)). Comme expliqué on exige que les trous de méme volume,
on va donc exiger également que ce sont des mesures de probabilités. Transporter p sur v veut dire
trouver une application mesurable T : R — R¢ qui transporte u sur v, dans le sens ot chaque
sous-partie du trou v, donc tout B € %(R?) (quitte & prendre les négligables) a le méme volume que
la sous-partie du tas de sable constituée des grains de sables qui sont envoyés dans B. On demande

donc vB € #®,u ({v € RET() € B)) = (D)

c’est-a-dire que la mesure image de p par T est égale a la mesure cible v, ol la mesure image de u
par T est définie par
Ty, : B e BRY — u(T71(B)).

A propos de optimalité, en restant dans le cas général, on définit une fonction de cotit par une
fonction mesurable ¢ : R? x RY — R, U {+o00}, (par exemple distance euclidienne) ot donc c(z,y)
représente ce que cotte le déplacement du grain de sable x vers la position y. Le cotit de transport
via l'application T" est donc la quantité

[ e T@)duta),
R4
que ’on cherche & minimiser. Le probléme de Monge est donc le suivant : étant donné deux mesures de

probabilités u et v sur les boréliens de R, on cherche, si elle existe, une application T qui transporte
u sur v, telle que

/ c(z,T(x))du(x) = inf {/ c(z, T(z))dpu(x); T : R? — R? est mesurable et vérifie Ty, = 1/} .
R4 R4

Remarque 2.1. Le cadre proposé permet 'utilisation du théoréme de transfert. Ainsi si p et v sont
ses mesures de probabilités sur R? et Ty, = v alors

[ vt = [ 1T 0) = [ 1)),

2.2 Probléme de Monge-Kantorovich

Cependant le probléme de Monge est mal posé dans le sens ot de nombreux exemples prouvent
qu’il n’existe pas forcément d’application de transport, qu’elle n’est pas toujours unique quand elle



existe ou alors qu’une ou plusieurs peuvent exister sans qu’aucune ne soit optimale. Léonard Kan-
torovich a alors apporté une version généralisée - on verra en quoi - du probléme de Monge, plus
satisfaisante. Appuyons son idée par un exemple : sur R, on ne peut pas transporter la masse dgy
sur &= 1+ L. En effet si T réalise le transport entre ces deux mesures, c’est-a-dire que Tys, = 6‘1;51,

donc T#(go({l}) = 1/2, or Tis,({1}) = do(T({1}) € {0,1}, donc T ne peut pas exister. Pour
0_1+91
2

transporter dg sur il faudrait s’autoriser de framenter un grain de sable en deux demis grains.
L’idée de Kantorovich est en fait, en plus de disperser le tas de sable, de disperser chaque grain de
sable. Concrétement, a chaque point/grain de sable z € R? on associe une mesure de probabilité
P /maniére de I’éparpiller. On définit en particulier la notion de noyau.

Définition 2.2 (Noyau de transition). Un noyau de probabilité sur R? est une application p qui &
chaque z associe une mesure de probabilité p, sur R On exige de plus que pour toute fonction test

h : R — R mesurable bornée, la fonction z — / h(y)dpx(y) est mesurable.
Rd

Le processus de transport correspond donc a tirer un 2 € R? selon la loi y puis conditionnellement
A ce tirage tirer un y € R? selon la loi p,, c’est-a-dire que pour transporter p vers v au sens de
Kantorovich, il faudra exiger

VB € Z(RY),v(B) = /Rd (/Rd 15(y)dp.(y > //]Rded y)dpe (y)dp(z).

et le colit de transport de p & v devient alors la quantité

(@, y)dp(x)dp:(y), (1)
M

toutes ces quantités ayant un sens si x — p, est un noyau. Introduisons la notion de couplage, dont
I'intérét sera révélé instantanément :

Définition 2.3. Un couplage 7 de p et de v est une mesure de probabilités sur R? x R? dont les
lois marginales sont pour la premiére u et pour la deuxiéme v, c’est-a-dire que pour toute fonction
¢ :R? = R (resp. ¥) p-mesurable (resp. v-mesurable),

[ wantea = [ o@ante) (e [ stantea) = [ swann).

Nous noterons II(u, v) Pensemble des couplages de p et v.

Nous admettrons le théoréme suivant, qui explique 1'utilité des couplages et simplifie I’énoncé
du probléme de Kantorovich. Il correspond au théoréme de Jirina d’existence de lois conditionnelles
(voir [Jir54])

Théoréme 2.4. Soit m € I(u,v). Il existe un noyau de transition p tel que pour toute fonction
n-mesurable bornée h : R% x R4 — R,

/Rdx]Rd h(x,y)dn(z,y) = /Rd ( y h(m,y)dpx(y)> dp(z),

c’est-a-dire que m(dxdy) = u(dx)p.(dy). p est u-presque sirement unique, dans le sens ot si p’ est
une autre noyau de transition qui vérifie ce théoréeme, p = p' u-presque sirement. Réciproquement
pour tout noyau de transition p, u(dz)py(dy) est un couplage.



Ainsi, transporter p sur v au sens de Kantorovich revient a trouver un couplage 7 Il convient
alors de définir la notation utilisée pour le coiit de transport d’un couplage :

Définition 2.5 (Coits de transport pour le probléme de Kantorovich). Soit 7 € II(p, v), le cott de
transport associé a 7 (relativement a c) est la quantité

=[] camdr) £l

Le cotit de transport optimal (sous réserve d’existence) de p & v est la quantité

T(pv)=_inf L) (3)

Un couplage 7* réalisant le cotit de transport optimal sera appelé un plan de transport optimal.

Le probléme de Monge-Kantorovich est donc le suivant : étant donné p et v, minimiser le cofit
de transport et trouver un plan de transport optimal.

Remarque 2.6. Le probléme de Monge-Kantorovich généralise le probléeme de Monge. En effet s’il
existe une application de transport 1" de p & v alors 7 1= p(dz)d7 () (dy) est un couplage, donc de

noyau dp(.). Ainsi,
[, ceinniey = [ o T0@)duta)
R4 x R4 R4

Egalement, si 7* est un plan de transport optimal sous la forme 7y, alors 'application 7' correspon-
dante est solution du probléme de Monge. Un tel couplage est appelé un couplage déterministe

Au-dela de généraliser le probléme de Monge on verra que le probléme de Monge-Kantorovich
est plus confortable dans le sens ou il fournit 'existence de plans de transports optimaux dés que la
fonction de coiit est un peu réguliére. Il y aura unicité et déterminisme dans certains cas qui seront
décris par le théoréme 4.2 de Brenier.

2.3 Résolution du probléme de Monge-Kantorovich - Existence de plans de
transport optimaux
2.3.1 Topologie de la convergence étroite sur I’ensemble des mesures de probabilités

Munissons ’ensemble des mesures de probabilités sur R? d’une certaine topologie.

Définition 2.7 (Topologie de la convergence étroite). Un ensemble U de mesures de probabilités
sur R? est un ouvert pour la topologie de la convergence étroite si pour tout mesure de probabilités
o sur R? il existe p € N*, o1, ... , pp continues et bornées sur R? et rq,. .., rp > 0 tels que

/%’dﬂ—/ idpo
R4 R4

Remarque 2.8. La topologie de la convergence étroite est la topologie la moins fine qui rend continues

P
ﬂ {  probabilité sur R?;
i=1

<Ti} cU.

toutes les applications y +— @dp quand ¢ : R? — R est continue et bornée. Une suite de mesures
R4

de probabilités (uy,), converge étroitement vers une autre mesure de probabilités p si

n—-+4o0o

pour toute ¢ : R? — R continue et bornée, / wdpy, — / wdp.
R R



et on notera
fn = . (4)

n—-+o0o

Une suite de variables aléatoires (X,,), converge en loi si et seulement si la suite des lois des X,
converge étroitement.

Théoréme 2.9. La topologie de la convergence étroite est métrisable.

Un exemple de métrique pour la topologie de la convergence étroite est celle de Prokhorov-Lévy,
voir [Bil99]. Ceci permet une approche plus confortable par les suites de la notion de compacité
qui sera utile. En particulier, la question de la compacité pour cette topologie est abordée dans le
théoréme suivant, admis :

Théoréme 2.10. Soit A un ensemble de mesures de probabilités sur R®. A est d’adhérence compacte
si et seulement si il est uniformément tendu, c’est-a-dire que pour tout € il existe un compact K. de
R? tel que

sup u <Rd \ KE) <e.
peEA

2.3.2 Semi-continuité inférieure

Pour prouver l'existence de plan de transport optimal, on va avoir besoin de la notion de semi-
continuité inférieure. En effet, on va appliquer un argumentaire type "fonction continue sur un
compact et minorée atteint sa borne inférieure". On réussira en partie 2.3.3 & prouver que quand c est
continue I, : m +— I.(m) est une fonction semi-continue inférieurement sur ’ensemble des mesures de
probabilités sur R? x R%. On prouvera dans cette partie quune fonction semi-continue inférieurement
sur un compact atteint sa borne inférieure. Le théoréme 2.10 permettra alors de montrer que II(u, v)
est un compact pour la topologie de la convergence étroite, ainsi I. y atteindra sa borne inférieure,
il existera donc un plan de transport optimal. Soit (E,d) un espace métrique.

Définition 2.11 (Semi-continuité inférieure). Soit f :— R U {+oo} et z € E. f est semi-continue
inférieurement en x si pour tout suite (z,,), C E convergent vers z,

liminf f(za) > f(2).

Remarque 2.12. A partir de maintenant on n’écrira plus "semi-continue inférieurement" mais s.c.i
comme abréviation.

Proposition 2.13. Soit f : E — RU {+c0}.

1. f est s.c.i sur E si et seulement si pour tout r € R l’ensemble f~1(] — oco,7]) est fermé.

2. st f est s.c.i sur un compact K C E elle y est minorée et y atteint sa borne inférieure.

Preuve. 1. On suppose que f est s.c.i. Soit r € R, montrons que f~!(] — 0o,7]) est fermé. Soit donc
(xp)n C f71(] — 00, 7]) qui converge vers x € E, alors pour tout n € N, f(x,) < r. f étant s.c.i en
z, f(z) < limJirnff(:L'n) <rdonc z € f71(] — 00,7]) donc f71(] — co,7]) est fermé.

n—-—+0oo

On suppose réciproquement que f~!(] — oo, r]) est fermé. Soit (z,,),, C E convergeant vers x € R et
on suppose d’abord que f(z) < +00. Soit ¢ > 0, donc f~1(]f(z) — &, +00[) est un ouvert qui contient
x. Alors & partir d'un certain rang N € N, pour n > N, z,, € f~1(]f(z) — &, +o0[) c’est-a-dire que
f(xn) > f(x) —e donc en passant a la limite inférieure lim inf f(z,) > f(z)—e. On conclut en faisant



tendre ¢ vers 0. Si f(z) = 400 on conclut avec les ouverts de la forme f~1(]M, +o]).

2. On suppose par I'absurde que f n’est pas minorée sur K. : il existe une suite (x,), C K telle
que f(z,) — —oc. Par compacité on peut extraire (z,(n))n telle que z,;,) — x € K. f étant s.c.i,
—oo = liminf f(z,(n)) > f(r), absurde donc f est minorée et m := inf e f(x) € R (on suppose que
f n’est pas 1dent1quement +oo par ailleurs). Soit maintenant (z,) C K telle que f(z,) — m, par
compacité on extrait (z,(,))n qui converge vers x € K. f étant s.c.i, m = liminf f(x,) > f(z) > m

donc f(x) =m. O

2.3.3 Existence de plan de transport optimal

Proposition 2.14. Soient yu et v deux mesures de probabilités sur R, Alors I(u,v) est un compact
dans Uensemble des mesures de probabilités sur R? x R® pour la topologie de la convergence étroite.

Preuve. Montrons d’abord II(u,v) est un ensemble fermé. Soit (7,,), une suite de couplages qui
converge étroitement vers une mesure m sur R¢ x R% 7 est bien une mesure de probabilités en
prenant I'application € R% — 1, c’est-a-dire

1= /Rd ldm,(z,y) ST /Rd dr(x,y).

Montrons ensuite que 7 a pour marginales u et v. Soit ¢ : R — R continue et bornée, étant donné
que T, a y pour premiére marginale,

/ // x)dm,(z,y) // x)dm(x,y)
Rd Rd de "—>+°° Rd de

donc 7 a pour premiére marginale p. De méme 7 a pour deuxiéme marginale v. On a bien montré
que II(u,v) est fermé pour la topologie de la convergence étroite. il ne reste plus qu’a montrer que
c’est un ensemble relativement compact. D’apreés le théoréme 2.10 il s’agit de montrer que II(u, v)
est uniformément tendu. Soit € > 0 fixé. Les ensembles {u} et {v} sont compacts donc d’apres le
théoréme 2.10 il existe K.; et K.o tels que u(R?\ K.1) < ¢ et v(R?\ K.2) < e. Posons alors
K. = K. 1 x K2 qui est un compact de R? x R% comme produit de compacts. Pour m € II(p,v),

7dede\KQ::w(«Rd\KggxH@)U(R@x(Rd\Kgﬁ>>
7 (R Kep) x RY) 1 (R x (RI\ Kep)) = o (RO Koy ) 4 (RO Kep) < 2

on déduit bien que II(u, ) est uniformément tendu, donc relativement compact et compact car fermé.
O
On va pouvoir prouver le théoréme d’existence de plan de transports optimaux.

Théoréme 2.15. Soit ¢ : R x RY — Ry U {+oo} une fonction de coit continue. Pour toutes p,v
mesures de probabilités sur R il existe un couplage ©* € TI(u, v) optimal, c’est-a-dire tel que (se
référer a (2) et (3) pour les notations)

/éww c(z, y)dr™(z,y) = Te(n, v)-



Preuve. Montrons que la fonction I, : m +— I.(7) est s.c.i sur I'ensemble des mesures de probabilités
sur R? x R? pour la topologie de la convergence faible, qui est un espace métrique (proposition 2.9).
Pour n € N posons ¢, = min{c,n} = ¢ quand ¢ < n et n sinon, ainsi (¢,), est une suite croissante
de fonctions continues et bornées. Soit m € II(u, v). Par convergence monotone

m = [ elewinen) o [ cdeiny) = 1)

n—-+o0o

Invoquons le point 1. de la proposition 2.13 pour montrer que I, est s.c.i. Soit r € R, alors I.(7) < r
si et seulement si pour tout n € N, I, (7) < donc I.(] — 00,7]) = ,en Le, (] — 00, 7]) est un fermé
comme intersection de fermés. Ainsi par la proposition 2.13, I. est s.c.i, en particulier elle 'est sur
IT(p, v) qui est un compact et est minorée donc elle y atteint sa borne inférieure. U

Ainsi nous avons prouvé qu’il existe toujours un plan de transport optimal dés lors que la fonction
de coiit est continue. Ainsi le probléme de Monge-Kantorovich généralise le probléme de Monge et est
mieux posé en ce qu’il existe - avec la continuité - toujours une solution. L’unicité n’est pas forcément
acquise mais, notre étude se recentrant ensuite au cas de la fonction de cotit (x,y) + ||z —y||? associée
a la distance quadratique, nous verrons qu’il est unique et méme déterministe, c’est-a-dire qu’il existe
une unique solution au probléme de Monge.

Remarque 2.16. Tout ce qui a été énoncé pour le moment est adaptable sur un espace métrique
polonais (séparable et complet) quelconque. Egalement, I'hypothése de continuité sur ¢ peut étre
affaible, en effet il suffit que la fonction de cofit soit s.c.i pour que I, soit s.c.i et ainsi qu’il existe un
plan de transport optimal. Ce n’est qu’évoqué car dans le cadre particulier qui nous intéressera par
la suite (cott quadratique) ce n’est pas utile.

2.4 Distance de Wasserstein

Le cofit de transport entre deux mesures de probabilités peut s’interpréter de maniére heuristique
comme une maniére d’appréhender la "proximité" entre ces deux mesures : plus il est faible, plus
ces deux mesures seraient proches. Approfondir ce point de vue revient a se demander si le cotlit de
transport est une distance.

Définition 2.17. On note pour p > 1, @p(Rd) I’ensemble des mesures de probabilités sur les
boréliens de R¢ qui admettent un moment d’ordre p :

Z,(RY) = {,u mesure de probabilités sur R%; /Rd Hx||pd;1(x)} .

et pour u,v € L@p(Rd) on note Tj,(p, ) le cott de transport entre p et v pour la fonction de cotit
(z,y) = || — y||P ainsi que

p
= inf x — y||Pdm(x,
(ﬂeﬂ(u,v) /I‘W | yl| ( y))

Proposition 2.18. Définie ainsi, W, est une distance sur 2,(R%).

hSA

Wp(:u’? V) = Tp(lu’a V)



Preuve. Soient u,v € Z,(RY). Montrons déja que W(u,v) < +o00. En effet si m € I(u, v),
/ 2 — ylPdn(z,y) < / (]l + [yl dn(z,y) < / (@max{|[z]], |ly][}Pdr(z, y)
R4 xRd RIxRd R xRd
o [ el P ) < 2 ( [ lelauta) + [ Hy\l”dv(y)> < +oo.
R4 xRd Rd Rd

La positivité est immédiate, montrons la symétrie :
1 1
. P . P
pr,u):( i [ ||:cy||Pdw<x,y>> =( i [ Hywnpdw(z,y)) — Wy(v ).
well(p,v) JRd well(p,v) JRd

Montrons la séparation : supposons maintenant que W, (x,v) = 0 alors, la fonction de cott étant
continue, par le théoréme 2.15 il existe un plan de transport optimal 7*. Ainsi

// 2 — ylPdn*(z,y) = 0
R xRd

donc par positivité x = y pour 7*-presque tout (z,y). Donc pour B € %(RdL

[ s@ina) = [ as@ar @ = [ tsar @) = [ 1@,

donc p = v. Montrons que W,(u,n) = 0, introduisons T : z € R? s (z,2) et 7 = Ty, alors
7 € (i, p) et par le théoréme de transfert,

I, = ipares) = [ (@)= e =iP) o T@dnte) = | lle = alPduta) =0

donc, la quantité sur laquelle la borne inférieure est prise étant positive, alors Wp(p, ) = 0. Reste &
montrer I’inégalité triangulaire mais énongons d’abord un lemme admis, démontré dans [Vil03].

Lemme 2.19 (Recollement). Soient i1, po et pus des mesures de probabilités sur RY, m1,2 € I(p, p2),
mo,3 € I(po, u3) des plans de transport optimaux, alors il existe une mesure de probabilités m sur
R? x R? x R? qui posséde 1,2 pour marginale vis-a-vis des deux premiéres variables et w3 vis-a-vis
des deuz dernieres variables.

Soient désormais p1, to, i3 € e@p(Rd), alors si m est la mesure évoquée dans le lemme de recolle-
ment 2.19,

1
p P
( J 1 x3|pdw<x1,x2,x3>> < ( ol =l ez — :cgr\)pdw(xl,xz,xg))

= || @2 3) = llan = 3ol + oo = asll] || < ||(@r@2) = flan
L ()

(m)

+ H xl,SUQ,:Ug) — Hl‘z —xg”‘

LP(r)

La derniére inégalité provenant de I'inégalité triangulaire sur LP(7). Par le lemme 2.19,

o asza) o lon = ol = ([ llor = malPdm(on g,
LP(m) (Rd)3

= ([, Nl =l atoren) = W) (9
X



et de méme H(xl,:cg,;rg) = |jrg — xgHHL - = Wy (2, 13) et par définition
P(m

P

Wp(p1, pu3) < (/ |1 — $3||pd7f(33173327333)>
(R)3

donc par (5)
Wy (1, p3) < Wy, p2) + Wplpz, p3)-
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3 Probléme dual

Nous allons étudier le probléme de Monge-Kantorovich en trouvant une autre formulation du
cotit de transport de Monge-Kantorovich. Nous verrons donc une formulation duale du probléme de
Monge-Kantorovich qui va apporter les outils principaux pour toute la suite.

3.1 Théoréme de dualité de Kantorovich

Les résultats de cette partie proviennent en partie du chapitre 3 de [GSZ18].

Théoréme 3.1 (dualité de Kantorovich). Soit ¢ : R x R? — R une fonction de codt continue et
w, v des mesures de probabilités sur R? telles que Te(p,v) < +00.
Soit @ = {(¢,9) € LY () x L' (v);Va,y € RY, o(z) +¢(y) < c(z,y)}. Alors

tnn) = s { [ et + [ otann |

(ph)€Pc

Preuve. (Premiére inégalité) Si (¢,v) € ®., alors pour 7 € I(u, v),

p(x)dp(r) + ) +(y))dm(z,y) c(z,y)dr(z,y) = Ie(m).
J. 0= [ S

Donc en optimisant & gauche et & droite de I'inéquation,

s { [ stariute) + | w<y>dv<y>} < bl () = T, 6)

O
On va devoir introduire d’abord d’autres outils avant de prouver 'autre sens de ’égalité. On va
étudier une condition nécessaire pour qu'un couplage de p et v soit optimal.

3.1.1 Condition nécessaire d’optimalité d’un couplage et preuve du théoréme de dualité

Définition 3.2 (inf-convolution, sup-convolution et c-convexité). Soit f : RY — R, on définit
respectivement sa sup-convolution et son inf-convolution par :

¢y e R sup {f(x) —c(z,y)} et fe:y— infd{f(w) +c(z,y)}
rER4 z€R

On dit que f est c-convexe s'il existe g : R* — R telle que f = ¢°.

Proposition 3.3. Une fonction f : R? — R est c-conveze si et seulement si (f.)¢ = f. Dans le cas
général, (f.)° < f.

Preuve. (fe)*(x) = supyega Inf cpa{f(2) +c(z,y) —c(z,y)}. Stz = =z, f(2) +c(z,y) —c(z,y) = f(2),
donc directement, (f.)¢ < f. Supposons f c-convexe. On veut montrer 'inégalité dans 'autre sens.
Par hypothése il existe g : R — R telle que f = ¢¢. Alors, pour € R,

(fe)*(x) = sup inf {g°(2) + c(2,y) — c(z,y)} = sup inf sup {g(u) — c(z,u) +¢c(z,y) = c(2,y)}
y€ERd z€R y€ERI 2€R® ( cRd

11



Alors pour u = y,

(fe)*(x) = sup inf {g(y) — c(z,y)} = sup {g(y) — c(z,y)} = ¢°(x) = f(x).

yERd z€R4 y€ERd

Donc effectivement quand f est c-convexe, f = (f.)¢. Réciproquement, si f = (f.)¢, f est c-convexe
par définition avec g = f,. O

Définition 3.4 (Monotonie cyclique). Soit I' € R? x R?. T est c-cycliquement monotone si
P P

vp € N*V(z1,1), - -, (2p, Yp) Z c(wi,yi) < elwi,yirn), en posant ypi1 = yi.
=1 =1

Théoréme 3.5 (Condition nécessaire d’optimalité d’un couplage). Soit ¢ : RY x RY — Ry continue.

1. Soient p,v € P(RY) tels que T,(1u,v) < +00. Si un couplage ™ € (1, v) est optimal, alors
son support est c-cycliguement monotone.

2. SoitT C RYxR? un ensemble c-cycliquement monotone. Alors il existe une fonction f : R* —
R U {400}, c-convexe, mesurable, telle que f < +oo sur {x € R% Iy € R, (x,y) € T} et que
T C{(z,y) € R xR foy) = f(x) + c(x,y)}.

En admettant ce théoréme momentanément, nous allons pouvoir terminer de prouver le théoréme
de dualité de Kantorovich.

Preuve. (Deuxiéme inégalité) Soit un couplage optimal 7* € TI(u,v) et I' = Supp(7*). D’aprés le
théoréme énoncs, il existe une fonction f : R4 — RU{+o00} c-convexe telle que f.(y) = f(z)+c(z,v)
pour 7* presque tout (z,y), et telle que f < +oo sur {z € R% Iy € R? (x,y) € I'}. Supposons
d’abord que ¢ est bornée par M. On va montrer que f € L'(u) et f. € L*(v). Ainsi on pourra
séparer les intégrales de cette maniére

/Rded c(x,y)dr* (z,y) = /Rded(fc@) — f(x)dr*(z,y) = /Rd(—f)(ac)du(x) + /Rd fe(y)dv(y) (7)

et par définition, f.(y) — f(z) < c(z,y) pour tout (z,y) € R? x R? donc (—f, f.) € ®. et

[n@ane s [ swww < s { [ @+ [ vonm}<men. @

La derniére inégalité provenant de (6). En combinant alors (7) et (8), comme 7* est un plan de
transport optimal,

Te(p,v) = /Rded c(z, y)dn™(z,y) < " {/Rd p(x)dp(x) +/Rd¢(y)dV(y)} < Te(p, v).

On obtient donc bien I’égalité voulue. Il reste & montrer que f € L'(u) et f. € L'(v). Pour y € RY,
fely) = inf {f(z) + c(z,y)} < inf f(z)+ M.
z€R4 z€R4

Donc

(fe)“(y) = sup {fe(x) — c(x,y)} < sup {fe(z)} + M < inf f(z)+2M.
xER4 rER4 z€eR
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Or f étant c-convexe, (f.)¢ = f d’aprés la proposition (3.3),
f < inf f(x)+2M,
z€R4

ce qui implique d’une part (comme f > —o0) que infd f(z) > —oo. D’autre part f n’est pas iden-
z€eR
tiquement infinie donc infd f(xz) < 400, ainsi f est majorée. Donc f est bornée, disons par Mj.
zeR

Directement, |f.| < M + My. On sait déja que f est mesurable, donc f, I'est également comme sup
de fonctions mesurables, donc f € L*(u) et f. € L1(v).

On veut maintenant s’affranchir de ’hypothése que ¢ est bornée. On ne suppose donc plus que la
continuité pour c. Posons

c(z,y) sic(z,y) <n

n sinon

cn: (2,y) € REx R — min {c(x,y),n} = {

On vérifie que (c,,) est une suite croissante de fonctions continues bornées qui converge simplement
vers c.

En appliquant le raisonnement précédent, il existe 7 une mesure optimale pour le coiit de transport
¢ et f, une fonction mesurable, ¢,-convexe et bornée, telle que

/ en(, 1) (2, ) = / (Fn)ey) — Fo(w)) (2 ) = / (— ) () () + / (F)e(@)dv(y). (9)

R4 R4
Par définition, (—fy, (fn)c) € P, et ., C P, car
(e, ¥) € B, Yo,y € RY o(x) +9(y) < cal,y) < c,y).

Ainsi, par (9),
/ en(z,y)dmy(z,y) < sup {/ sodu+/ de}-
Rd xRd (p)e®. LJRIXRA R4

La suite (¢,) étant croissante, pour m < n,

/ em(zyy)dmy (x,y) < sup {/ cpd,u—i—/ wdu}. (10)
RIxRA (p)ed. LJRE Rd

Or, comme vu en proposition 2.14, TI(u, v) est compact dans I’ensemble des mesures de probabilités
sur R? x R? pour la topologie de la convergence étroite, ainsi il existe 7* € II(y,v) telle que o
converge étroitement vers m*. A m fixé, ¢, étant bornée

/ (2, ) (2, ) —>/ (2, y)dn* (2,)
R4 xRd Rd xR

n—-+o0o

puis par convergence monotone

/ (2, y)dT* (2, ) —>/ o(z,y)dn* (z,y).
R4 xRd R4 x R4

m——+00

On passe donc 4 la limite (selon n puis m) dans (10) :

nn < [ cearens sw { [ gt [ vad <

Rd xR (b)) ED,

donc d’une part, 7* est optimale et d’autre part ’égalité voulue est vérifiée. O
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3.1.2 Preuve de la condition nécessaire d’optimalité

Preuve. (1. du théoréme 3.5) Prenons un couplage 7 € II(u, ) en supposant que son support n’est pas
cycliquement monotone. On veut donc montrer que m n’est pas optimal, c’est-a-dire qu’on cherche
un autre couplage 7 tel que I.(7) > I.(7).

Le support n’est pas cycliquement monotone, c’est-a-dire qu'il existe p € N* et (z1,91),..., (zp,yp) €

R? x RY, (ici yp+1 = y1)
p p

Zc(ﬂfz»yi) > ZC(Cﬂi,yiH)- (11)

i=1 =1

L’application ((u1,v1),. .., (up, vp)) € (R? x RY)P — Z c(ui, v;) — c(ug, viy1)) (avec vpy1 = v1) est

continue (pour la topologie produit) car ¢ est elle—meme continue, donc, d’apres (11) est strictement
positive au voisinage de ((z1,91),. .., (Zp,yp)). Ainsi il existe ¢ > 0 tel que pour tout 1, il existe des
voisinages ouverts U; de x; et V; de y; tels que

hS]

V((u1,v1), ..., (up,vp)) € (U x V1) x - (Up x V), c(ui,v;) — c(ui, vig1)) > €.

Remarque 3.6. L’idée ensuite est d’exploiter cet écart d’epsilon pour trouver une mesure un peu

plus optimale que m. Concrétement on cherche des variables aléatoires X; et Y; & valeurs respectives
P

D (e(Xi,Yi) = e(Xi, Yirn))

i=1

dans U; et V; de sorte que E > €. Ainsi si v; et 7; désignent les lois

NE

respectives de (X;,Y;) et (X;,Yit1), alors m:=m — Y (v, —7;) vérifiera

=1
L(7) = L(n) / 0) S (i — d7i) () = Io(x [Z (X0, Y5) — o(Xi, Vi) | < L(r) —e.
i=1 =1

Etant donné que (x;,y;) € Supp(w), alors m; := «(U; x V;) > 0 pour tout i. On peut donc définir
la mesure (de probabilités) de restriction de w a U; x V;

1
i : B € B(RY) — — (BN (Ui x ;).
i
Soit donc (X;,Y;) une variable aléatoire de loi 7; et on pose 7; la loi du couple (X;, Yit1) (avec bien
str Y41 = Y7).
P
On veut donc poser 7 = m — Z(% — i), et il faut vérifier que 7 € II(p,v), c’est a dire que T est
i=1
une probabilité de marginales p et v. Mais il faut d’abord étre certain que c¢’est une mesure positive,
ce qui peut-étre réglé ainsi : pour f mesurable positive,

/fwy (Z%)ﬂcy /fﬂ:y wf)dﬁ(x,y) mml«p{ml}/fwydﬁxy)
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P
~ m ~ .
Donc en posant m := minj<;<p{m;}, on peut décider d’introduire 7 :=m — — g (vi — i) qui est
i=1
positive. Pour finir en montrant que 7 € II(u, v),

foraon = [ =5 2 (i ) =1

Et pour ¢ : R — R mesurable bornée,

foonston~fotnaen= 25 (s [[,__vomie)

:_<§;E Yig1)] ZEW(Y)])—OcarYI;H Y1, donc /w )y (z,y) = /w v (y).
i=1

Et un raisonnement similaire permet d’obtenir que p est la premiére marginale de 7. Ainsi 7 € II(u, v/)
et par le raisonnement expliqué en remarque (3.6),

I(7) < L(r) — %g.

Donc 7 n’est pas optimal. O

Preuve. (2. du théoréme (3.5)) Soit a € {z € R%; 3y € R?, (z,y) € T'} choisi arbitrairement. On pose

P
fa:z € R sup sup Z(C(xivyi) —c(®i—1,Yi)) ¢ -
peEN* (mluyl)r“:(mp’yp)er =1
Tp=a,z=
Montrons que f, est c-convexe. En effet, pour z € R?, (les sups sont manipulés avec la convention
sup () = —o0),

p
fa(z) = sup sup c(a1, 1) — el,y1) + Y _(e(@i,yi) — c(@io1,vi))
p22 (:cl,yl),...,(xp,yp)EF 1=2

Tp=a,zo=

p

= sup { —c(z,y1) +clz,y1) — sup > (el@i, yi) = e(wio1,9:))
(z1,y1)€l p>2,(22,Y2),--»(Tp,yp) EI' 9
Zp:a
P
= sup sup c(z1,91) — sup Z(C(fﬁi,yz’) —c(@i-1,9i)) ¢ — clz,y1)
ylERd w1€Rd7(1‘17y1)€F p227(x2,y2)7...,(xp,yp)el“ =2
Ip:ﬂ
Donc on voit bien que f, est une fonction c-convexe en posant
P
ga:y R~  sup c(z1,y) — sup > (i, yi) — elzio1,y:))
mleR’i,(xhy)EF p227('r27y2)7"'7(IP7yQD)EF =2

Tp=a
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On observe bien que f,(x) = sup {ga(y) — ¢(z,y)}. On veut maintenant montrer que
yERY

T C{(z,y) € RY x RY (fo)e(y) = falz) + c(x,9)}
={(z,y) € R? x R% V2 € RY, fa(z) +c(z,y) < fa(z) +c(z,y)}.

C’est & dire qu’on veut montrer que pour tout (z,%y) € T et tout z € RY,

fa(2) = fa(z) + (2, y) — ¢z, y)- (12)

M=

peN* (I17y1)7"'7(x137yp)€r

Tp=a,r)=2

i=1

fa(z) = sup sup { (c(ws,yi) — C(xz'—layi))}

> sup sup {Z(C(Iz,yz) - C(xi—lvyi))}

p22 (Ilvyl)v'-’(mpvyp)er i=1
(21.,y1)=(2,),00=2,zp=a

p
=c(z,y) — c(z,y) +sup sup > (elwi,yi) = e(wio1,9:) p - (13)
p22 (xlayl)r"?(mpvyp)er 1=2

T]=x,zp=a

On aimerait maintenant, pour vérifier (12), montrer que

P
sup sup Z(C(Jﬁz’, Yi) — c(i-1, i)
pZQ (mlyyl)w“v(wj?’yp)er =2

T1=z,Tp=0a

P
> fa(x) = sup sup > (elwi,yi) = elzioa,y:) ¢ (14)
PEN* (z1,y1),--,(@p,yp)ET | 1
Tp=a,r)=T
ce qui prouvera (12) avec I’aide de (13). Or, avec les contraintes respectivement du membre de gauche
et du membre de droite, pour p > 3

D (elwi i) = c(wio1,yi) = c(w2,52) — ez, y2) + > _(c(@i,yi) — (i1, 1i)); (15)
i=2 i=3

> (@i, yi) — e(wio1,95) = clar, 1) — c(z, 1) + c(@2,y2) — c(@1,y2) + Y (@i, yi) — e(@i1, yi))-
=1 =3

(16)
Donc on voudrait
c(r1,y1) — c(w,y1) + c(z2,92) — c(21,92) < (22, Y2) — c(z, Y2)
> c(x1,y1) + c(x,y2) < ez, y1) + c(z1, y2).

Ce qui est vrai en appliquant 'hypothése de c-cyclique monotonie de I au cas p = 2, aux couples
((z1,11), (z,y2)), donc (15) < (16). On prouve de méme pour p = 1,2, donc en passant au sup, on
vérifie bien (14). Il nous reste désormais a prouver que f, est a valeurs dans RU {400} et f, < +00
sur ensemble {z € R% 3y € RY, (z,y) € T'}. Or, pour y € R? tel que (a,) € T, pour p = 1,

fala) > c(a,y) — c(a,y) = 0. (17)
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D’autre part, la quantité a maximiser dans fq(a) est, sous les contraintes zg = a,z, = a,

p p—1 p
D (el@i,yi)—cl@iot,u) = > _(cl@s,yi) —c(@i, yipr)) +ela, yp) —cla, 1) = Y (elws, i) — (@i, yir1))-
i=1 i=1 i=1

avec Yp+1 = 0 comme dans la définition de la c-monotonie cyclique. Par cette méme définition, cette
quantité est toujours négative, donc f,(a) < 0, donc par (17), f,(a) = 0. Donc en observant (12)
avec x = a, on voit bien que f, > —oo, donc f, est a valeurs dans R U {+00}. Il ne reste plus qu’a
montrer que f, < +oo sur ensemble {x € R% Iy € R? (z,y) € I'}. En remplacant z par a dans
(12), c’est bien ce qu’on observe. O

3.2 Cas du coilit quadratique

Les résultats de cette section proviennent en partie du chapitre 2 de [Vil03].

3.2.1 Cadre particulier et reformulation du probléme dual

A partir de maintenant ¢ est la fonction (z,y) € R? x R? s ||z — y||?. On note I(7) = I.(n),
T(pu,v) =Te(p,v), . = ®. La dualité de Kantorovich (theoréme 3.1) énonce qu’en notant

T () € LMp) x L'(w) /R i+ /R i, (18)

alors

inf I.(r)= inf / |z — yllPdr(2,y) = sup J(p, ).
n€ll(p,v) mell(p,v) JRdxRd (pp)e®

On va chercher & écrire sous une forme différente cette dualité. Tout d’abord, sous 'hypothése que
1 et v soient de moment d’ordre 2 finis,

wt [ lle—ylParGy) = ot { [llalPduta) + [ IalPavto) =2 [ - y)anta.n)
] e e+ | / }
-/ el Pata) )+ [IulParw)—2 swp [ panteg). (9)

el (1,v)

Soient (¢,v) € ®. Cest-a-dire que pour tous z,y € R?,

zl1?2 — o(x 2 _
p)+ ¢y <z -yl <=z y < <H ! 5 il )>+<HyH 2w(y)>.

On pose désormais alors

® = {(p,9) € L' (1) x L' (v);Vz,y € R:, p(z) + ¢(y) > -y} (20)

et )
||z[|* = o (=)
2

7(z.0) = [ A ) + /. I 4y )~ L0
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donc en passant & l'inf, en se servant de (19), en notant I, (7) = / (x-y)dn(z,y),
Ra

- 2 2 1
wt s (5.0) = [ Blduw)+ [ Pl -5 sw s

(3.0)c® 2 (pu)ce

— sw [ @ogdn(eg) = sw T,
mell(p,v) JRE mel(p,v)

3.2.2 Atteinte de la borne inférieure par une fonction convexe et s.c.i

Définition 3.7. Soit ¢ : R? — R U {400} non identiquement +oo. La transformée de Legendre ou

conjuguée convexe de ¢ est la fonction ¢* : y € R? — sup {z -y — ¢(z)}
rER

Remarque 3.8. Ainsi définie, Yo,y € R o(2) + 0*(y) > = - y.

Proposition 3.9. Soit ¢ : R? — RU {+oc0}. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

1. ¢ est conveze s.c.t

2. Il existe 1 : R? — R U {+o0} telle que p = *

3. = (o)

Nous admettrons 'implication 1. = 3. qui est le théoréme de Fenchel-Moreau dont on trouve
une démonstration dans [Chel3| (théoréme 1.5.7 page 20) et dans [Vil03| (proposition 2.5 page 56).

Preuve. 3. implique 2. directement. Montrons que 2. implique 1., soit donc une fonction ¢ : R —
R U {+0cc}, montrons que ¥* est convexe s.c.i. Pour ¢t € [0,1] et =,y € RY,

P(te+(1=t)y) = sup {(tr + (1 =1)y) - 2 = ()} = sup {t(x- 2z = ¥(2)) + (1 = t)(y - 2 = P(2))}

z€R4 z€Rd

< sup {t(z- 21 —¢(z1))} + sup {(1 —#)(z- 22 —P(2))} = " () + (1 - )" (y)

z1 €Rd z2 €Rd

donc ¥* est effectivement convexe, montrons maintenant qu’elle est s.c.i. On va utiliser le point 1.
de la proposition 2.13. Soit 7 € R, montrons que {¢* < r} est fermé. Or,

{* <r}= {yERd; sup (z -y — ¥(z)) Sr} = {yeRL Ve e R (x) +7 >z -y}
zER?

= N{veRbp@) +r>z-yb= () (=2 y) (] — o0, ¢(x)+7])
z€RY zERM

qui est une intersection de fermés car la fonction y — x -y est continue donc c¢’est un ensemble fermé
et ce quelque soit r donc ¥* est s.c.i par la proposition 2.13.

0

Théoréme 3.10. Soient u, v deuz mesures de probabilités sur R de carré intégrable. Alors il existe
une fonction ¢ : R — R U {400} convere s.c.i telle que

J(p, ") =inf J.
[0
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Lemme 3.11. Soient u,v des mesures de probabilités telles que
A= [ YalPduta) + [ llPavty) < +c.
R? R?

Soit ((on, ¥Yn))nen C ® une suite minimisant J sur <AI;, i.e. J(pn,n) —+> inf J. Alors il existe une
n—-+00 P
suite (ap)neny C R telle que le couple de fonctions

(@7 %) = ((P;kz* + an, 90:; - an)

minimise toujours J sur ® et vérifie

vz e R Wy € R, G (2) + S — >0. (21)

Preuve. Avant tout, prouvons que ¢} n’est pas identiquement infinie. Pour n € N, (¢, v¢y,) € ®
donc pour tous z,y € R, ¢, (x) 4+, (y) > x-y. Or 1, n’est pas identiquement +oo (car intégrable)
donc il existe yp € R? tel que ¥, (yo) < +00. Pour tout = € R, o, (z) > = - yo — ¥n(yo), ainsi

©n(yo) = S;lﬂgi{fv Yo — n(®)} < Yn(yo).

Donc @7 n’est pas identiquement +o0, et on peut poser

an := inf <X (y) + W < +00.
yeRd " 2

On peut poser comme énoncé,
(@7 %) = (QD:L* + G,y So;kl - an)
Avec donc @, = (%)*, donc pour z € R?,

]/
2

x|[2 _ |2 L 2
g+ L — @) @) + 120 = up {x~y—wn(y) + ”2”} > sup {—d}n(y) - Hy”}

2 yERd yGRd 2

2 2
= — inf {wn(y)—l—HyH} = — inf {cp,’i(y)%—HyH—an} = —an + a, = 0.

yeRd 2 yeRd 2

On vient donc de prouver (21) (pour t,, c’est par inf,cga {%(y) + %} = 0). On veut vérifier que
((@, %))%N reste une suite minimisant J sur ®. Montrons déja que (@, %) € EIVJ, et d’abord que

ces fonctions sont intégrables. Comme (¢, ¥y) € 5, alors

Va,y € R on(2) + Ynly) > -y = Yy € RY ¢y, (y) > Suﬂg{x-y—son(x)} = o (y)- (22)
zER4

On en déduit (croissance de U'intégrale) que

Et d’aprés la remarque 3.8, alors on peut effectuer le méme raisonnement qu’en (22) pour obtenir :

Va,y € RY o (2) + ¢} (y) 2w y — Vo € RY pu(z) > sup {2y — ¢n(y)} = @' (2)  (23)
yeR
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donc

+0o > J((pn, ¢n) > J(Sona SD:L) > J((p;;*, 90:1) = J(SO;;* — Qnp, SO:L + an) =J (@7%) . (24)

L’avant derniére égalité étant obtenue par linéarité. En particulier,

+00 > J (B, ¥n) + g = /Rd <<,0n(x) + ||3;|2> dp(z) + /Rd (?/)n(y) + ”y2”2) dv(y),

Et d’aprés (21), comme les intégrandes sont positives, elles sont intégrables. Or, pour z € RY,

Pn(z) = (Pn + H$2H2) Hg” somme de deux quantités intégrables, donc @, est intégrable, de méme
pour 1,,. Par leur définition et ce qui est évoqué en (23), B,,(z) + 1, (y) > = -y pour z,y € R?, donc
on a bien vérifié que (@, %) € ®. Par I'inégalité (24) et '’hypothése de minimisation sur (¢, ¥y),
on vérifie bien que ((@, %))n ¢y Mminimise J sur . O

3.2.3 Preuve du théoréme 3.10

On va maintenant pouvoir prouver le théoréme 3.10.. L’idée de la preuve est, par un argument de
compacité, d’extraire d’une suite ((¢n, ¥n)), minimisant J sur ®, une sous-suite ((Py(n); YVy(n))n dont
les composantes sont faiblement convergentes respectivement dans L' (i), vers ¢ et dans L (v), vers .
J étant la somme de deux formes linéaires sur L' () et L'(v), J(@u(n), Vo)) — J (@, ). L'aspect
annoncé de convexité, de semi-continuité et de conjugaison s’en déduira. Le théoréme suivant, admis
(voir [DP40], théoréme 3.2.1), est précisément le théoréme & appliquer a la situation :

Théoréme 3.12 (Dunford-Pettis). Soit (X, .7, P) un espace probabilisé et (fy), une suite bornée
dans L'(P). On peut en estraire une sous-suite faiblement convergente dans L*(P) si et seulement
st (fn)n est uniformément intégrable, i.e.

Ve >0,36 >0,VBe J,P(B) <6 = Sup/ |fru|dP < e, (25)
neNJB

Preuve. (du théoréme 3.10) Soit ((¢n,¥n)),cn une suite de fonctions minimisant J sur ®, qui peut
donc vérifier les hypothéses énoncées dans le lemme 3.11 :

llyll?
2

2
x
Vi € By € RY gula) + 00 > 0, w(y) + 145 > 0 (26)
Pour respecter les hypothéses du théoréme 3.12, on préférera manipuler des fonction tronquées,
forcées & étre bornées, puis ensuite rattraper la troncature par convergence monotone. Le procédé
de troncature sera le méme que dans la preuve du théoréme 3.1 : pour k € N on pose pour z € R%,

Sﬁ’gzk)() min{s%(x)—k@,k} ”wH , ¢’est-a-dire que

el [ onta) + 12
) 4 2P _ font+ 5

[l

</<:
2

si op(x) + ——
k sinon

2

On pose de méme pour y € R? w%k)(y) = min {wn(y) + Hy2H ,k} — % On vérifie tout de suite que

2 2
vz e R%,0 < o) (z) + il ” <k, etVy e RY 0 < ®(y) + ”y2” < k. (27)
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On vérifie aussi qu’a n fixé, ((pn )i et (wn ) . sont des suites croissantes et majorées respectivement
par ¢, et ¥y, ce qui permet d’énoncer un fait utile pour plus tard :

T (6,0) < J(pn, ). (28)

On va employer le théoréme 3.12 sur (Rd,%(Rd),u) avec la suite de fonctions (5, (k) + Lk ”2)71, qui
est d’aprés (27) une suite bornée dans L'(u) de fonctions intégrables. Ensuite, montrons I'équi-
intégrabilité. Soit e > 0 fixé, alors pour B € Z(R?), pour n € N,

J

donc en posant 0 = €/k, on vérifie bien la définition de I’équi-intégrabilité. Donc par le théoréme de
Dunford-Pettis, il existe une extraction (uy(n)), et @*) une fonction de L*(u) telle que

o) (2) +

7) < /B kdp < ku(B),

112
(,OSZ)(”) + -l — 3™ faiblement dans L'().

2  n—+4oo

Gk _ 112
2

On pose p*) = & . De méme, il existe (vg(n)), une extraction et une fonction ¥*) telle que

wfﬁ I @™ faiblement dans L'(y) et ka(n - ¢® faiblement dans L'(v).

") n—+oo n—-+oo

Par extraction diagonale, il existe (u(n)), (resp. (v(n))y,) une extraction telle que quelque soit k € N

gpi@l) — ¢ faiblement dans L' (1) (resp. 1/)1()]; = ¢®) faiblement dans L'(v )) .

n—-+00 n—-+o0o

Par le passage a la limite permis par les convergences faibles et (28),

n—+oo n——+0o0o

J<¢<k)7¢<k>) ~ lim J( (k) o (R) ) < lim J(gn, ) = inf J. (29)
(n)> Po(n) :

Montrons que la convergence faible des suites (apu(n))(’“))n et (1#1(}](“21)),1 conserve leur croissance. Par

exemple pour (gou(n))(k))n, le dual topologique de L' (i) étant L®(du), la convergence faible dans

LY (p) sécrit :
vfeL”(du),/ fcpff&)du — / Fe®du
Rd n—-+4oo Rd

donc la convergence suivante est justifiée :

/Rd 1¢(k+1)<¢(k) X (Soz(jz:)l) - SOSEZL)) dp — /]R'i 1<p(k+1)<<p(k) X (SD(’H—U - Sp(k)> dp < 0. (30)

n—-+o0o

Or, la suite (801(521)) , étant croissante, la quantité a gauche est positive, donc la quantité a droite est a
la fois positive et négative : elle est nulle. Or I'intégrande est de signe constant donc est nulle p-presque
partout : lw(k+1)<¢(k) X (<p(k+1) — 4,0(]“)) = 0 p-p.p, ce qui implique directement que <p(k+1) > cp(k)
u-p.p- Une précision est ici nécessaire : la croissance p.p dépend & chaque fois de k, elle s’écrit ici :

Vk € N, 3N, € BRY), u(Ny,) = 0 et {«p(’“) S ¢<k+1)} c Ny

21



+oo
ainsi en posant N = U N,

k=0
oo =
U {¢<k> < s0<k+1>} C N et u(N) <Y p(Np) =0
k=0 k=0

ce qui prouve bien que ((p(k))k est une suite croissante u-p.p. La suite de fonctions (w(k))k est de

méme une suite croissante v-p.p dans le méme sens. Ainsi il existe p.p de fonctions limites ¢ et .
M

On peut appliquer le théoréme de convergence monotone aux suites de fonctions ((p(k) + %)k et

. 2 . . .o, .
(@Z)(k’) + %)k, en effet ce sont des suites croissantes p.p et positives p.p (par exactement le méme
raisonnement que pour la croissance p.p appliqué aux inégalités de (27)). Ainsi,

[ (¢ + B duwy+ [ (6900 + 8 )y —

/Rd (‘P(x) + fo) dp(x) +/Rd (w(y) + H?’;’F) dv(y) (31)
et par (29), quelque soit k € N,

/Rd ((p(k)(x) " H:;Hz) dp(x) + /Rd (w(k)(y) - Hy2|2> duy) < inf ] + A

donc avec le passage a la limite (31),

/Rd (‘P(x)-i‘ ||$2|2>d,u(a:)+/Rd (W " IyQIIQ)dV( D <t <

12 12 . L, . o .
c’est-a-dire que ¢ + & et ¥ + [ H sont intégrables (respectivement selon p et v) car positives, ce

qui implique par I’ 1ntegrab1hte de IE selon W et v, que @ et 1 sont intégrables (respectivement selon

p et v) comme somme de fonctions 1ntegrables (par exemple ¢ = (¢ — LHE ” )+ [P ” ). Ce raisonnement
permet de transformer (31) en

7(#9.00) = [ Ot [ oW — | et [ or =0

k—+oco Jpd

En passant alors a la limite 'inégalité (29), on obtient

J(p. ) < inf J. (32)
[

Pour montrer que (p,1) € &), il ne reste plus que 'inégalité a montrer. Or,

T 2 2 . x 2 . 2
P2 Uiy () + ||2|| + Hy2|! :mm{%m)(ﬂiH H2|| 7k}+mm{wv(n>(y)+ ||y2” k:}
X 2 y 2
uim (@) + |!2|| b (4) + H2H
on gy () + 1 4 5 !\W [yl
= u(n) 2 Zmin{x Y+ — 5 ,k},
2

ou wv(n)(y)+|’y2||+k

[ ou 2k
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on a utilisé le fait que (@y(n); Yon)) € D et que @y (n) () + W, Vun)(y) + ”y2”2 > 0. Aprés passage a

la limite en n, justifiée avec exactement le méme procédé utilisé en (30) pour prouver la croissance
p.p de la suite (go(k))k, pour p-presque tout z € R? et v-presque tout y € R%, pour tout k € N,

[zl lyll? k} lzl* _ Jlyl®

go(k)(x)+¢(k)(y)2min{x-y+2—1—2,

2 2

En passant & la limite en k, on obtient, pour u-presque tout x, pour v-presque tout ,

o(x) +Y(y) > x-y.

¢ et 1 étant définies p.p, on choisit de les définir sur les ensembles négligeables considérés (pour p
et v) par p(x) = ||z||?/2 et ¥ (y) = ||y||>/2 de telle sorte que

Vz,y € RY () +9(y) > 2 - .

Donc (¢,v) € 213, c’est pourquoi en utilisant l'inégalité (32), c’est un couple minimisateur de J sur
P .

J(p,9) = inf J. (33)
(3]
Pour terminer, on va effectuer un raisonnement déja utilisé :
Vz,y € RY p(2) +u(y) > w-y = Yy R Y(y) > swp {w-y —p(@)} = ") (34)
zeR

Et de méme,

Yo,y € R, p(z) + ¢*(y) > -y = Vz e R p(z) > sup {a -y — " (y)} = ™ (). (35)
yeR

Donc, en combinant ces deux inégalités et (33)

i%fJ = J(p, ) > J(¢™, ") (36)

Il reste & montrer que (¢**, ¢*) € . L’inégalité provient de la remarque 3.8 et en convoquant (34),

Yy € R §(y) > ¢*(y) = sup {z-y—oy)}=0-y—p0)=—p0).
yeRd

Ce qui constitue un encadrement de ¢* par des fonctions intégrables selon v (v étant une mesure de
probabilités) donc ¢* € L'(v). De méme, ¢** € L'(u) en convoquant I'inégalité (35) et une mino-
ration par —¢*(0), ainsi Donc (36) est en fait une égalité ce qui conclut la preuve en convoquant la
proposition 3.9. Il

23



4 Potentiels de transport optimal

4.1 Théoréme de Brenier

Les résultats de cette section proviennent en partie du chapitre 5 de [GSZ18|. Nous nous plagons
toujours dans le méme cadre : les mesures sont définies sur (R?, Z(R?)) et la fonction de corit est la
fonction ¢ : (x,7y) € R? ||z —y||. Soient u, v deux mesures de probabilités sur R? qui possédent un
moment d’ordre 2 et introduisons 7* un plan de transport optimal. Par le théoréme 3.10, 7* est un
plan de transport optimal si et seulement si il existe une fonction convexe s.c.i ¢ : R? — R U {400}
telle que

/ (p(@) + &" (1))dn™ () = J(p, ") = inf J = / (- y)dn* (2, ). (37)
Rex R4 b R xR

Or par définition de ¢, ¢(z) + ¢*(y) > x -y pour tout (x,y) € R, donc

7* est un plan de transport optimal si et seulement si il existe une fonction convexe s.c.i
0:RT 5 RU {+0o0} telle que pour m*-presque tout (x,y), p(z) +¢*(y) —x-y =0
= VzeRY p(2) > p(z) + (2 — ) -y <=y € SDp(z) (38)
ot 'on introduit SDp(z) := {y € R%;Vz € RY, ¢(2) > p(z) + (2 — ) - y} le sous-différentiel de ¢ en
x. Notons A la mesure de Lebesgue sur R%. Nous devons énoncer pour la suite le lemme suivant dont
les points non démontrés le sont dans [GSZ18] (théoréme 5.2) :
Lemme 4.1. Soit ¢ : R — RU {+00} convere. On note dom(yp) = {p < +oo} et domdiff(p) =
{z € intérieur(dom(y)); ¢ est différentiable en x}. Alors,
A(0dom(p)) =0
A (dom(¢p) \ domdiff(¢)) =0
pour tous x € domdiff(¢), z € dom(yp), ¢(z) > @(x) + (z — ) - V()
si p vérifie (38), alors pour tout x € domdiff(p), SDp(x) = {Vp(z)}.

e v o=

Preuve. On va seulement prouver 'alinéa 4. D’aprés (38), si x € domdiff(¢) et y € SDy(z), alors
pour h € R¢

V() - h = lim 2EF) = 2(@)

>h-y<= (Ve(z)—y)-h>0
t—0 t

donc quelque soit h € R? (en regardant en —h par exemple), (V(z) —y) - h = 0 puis en prenant
h = Ve(z) —y, Veo(r) = y. On a donc prouvé que si z € domdiff(p), alors SDy(x) C {Vp(z)}.
D’apreés le troisiéme alinéa, en retour, si x € domdiff(¢) et y = V(z), alors y € SDp(z), c’est-a-dire
que {Vy(z)} C SDy(z). O

On peut énoncer le théoréme de Brenier, qui découle de ce propos :

Théoréme 4.2 (Brenier). Soient pu,v deur mesures de probabilité sur RY. On suppose que u est
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R% et que T(u, v) < +oo. Alors il
existe un unique plan de transport optimal, ™, qui est déterministe, c’est-a-dire qu’il existe une
application de transport T* de yu sur v telle que 7*(dxdy) = p(dw)dr- (4 (dy). Cette application est de
la forme T* = V¢ ot ¢ : RT — RU {400} est une fonction conveve p-presque sirement finie, qu’on
appelle potentiel de transport optimal. De plus, si (T')* est une autre application de transport
optimale entre p et v, alors T* = (T')* p-presque sirement.
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Remarque 4.3. Ainsi, pour un plan de transport optimal 7* (donc unique dans le cadre du théoréme),
un potentiel de transport optimal désigne & la fois une fonction convexe s.c.i ¢ : R — R U {400}

telle que Vi est une application de transport et de maniére équivalente, telle que J(p, ¢*) = ming J.

Preuve. Soit ¢ : R? — R U {400}, fonction convexe s.c.i telle que J(p,*) = ming J. p étant
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, en utilisant 1’alinéa 2. du lemme 4.1,
wu(dom(y)) = u(dom(yp) — domdiff(¢)) + u(domdiff(p)) = pu(domdiff(¢)). De ce qu’on a étudié dans
le théoréme 3.10, on sait que ¢ € L'(u), donc ¢ est finie p-presque stirement, c’est-a-dire que
wu(dom(yp)) = 1, donc p(domdiff(p)) = 1. ¢ est donc différentiable p-presque partout, et dans ce
cas, par l'alinéa 4 du lemme 4.1, pour p-presque tout x € R%, SDy(z) = {Vp(x)}. Par (38), pour
m*-presque tout (x,y) € R? y € SDy(z) donc p étant une marginale de 7*, pour m*-presque tout
(z,y), y = V(). Ainsi pour toute fonction test h : R? — R continue bornée,

/ Wz, y)d* () = / Wz, Vip(e))dn™ (. y) = / W, Vip(x))dp(z)
RIx R4 RI x R4 R4

ce qui veut dire que 7*(drdy) = j1(dx)dv,(z)(dy), donc 7 est une plan de transport optimal déter-
ministe, d’application de transport V. Montrons désormais 'unicité du plan de transport optimal.
On suppose qu’il y a deux plans de transport optimaux 7] et 73. D’aprés le travail effecuté, il existe
1 et w9 qui vérifient les hypothéses du théoréme, on veut alors prouver que Vi = Vipa. @1 et @2
vérifient tous deux (37) donc

/ (2(a) + ¢h(y))dret (. y) = / oy + / oy = int J — / ordu+ / rdv
- / (o1(2) + G (@))dnt (z,y) = / (- y)dri(z.). (39)

et on a vu que pour 7;-presque tout (z,y), y = Vei(z), donc (39) devient

/ (2() + 05(Veor (2)))dia() = / (z - Vior (2))du(z).

Or, par définition de 3, I'intégrande de droite est plus grande que celle de gauche, donc par le méme
raisonnement qu’en (38),

pour g-presque tout z € R,V (z) € dga () (40)

mais pour p-presque tout x € RY, dpy(x) = {Via(x)} (alinéa 4 de 4.1) car @y est différentiable
p-presque partout (déja vu), donc (40) devient

pour p-presque tout z € R% Vi () = Vo (z)

ce qui prouve bien 'unicité p-presque partout annoncée. U
On peut ajouter une derniére proposition

Proposition 4.4. Soient p,v deux mesures de probabilité sur R%. On suppose que p est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesque sur R? et que T(p,v) < +o00. Alors si @ est un potentiel
de transport optimal de p a v, pour p-presque tout x € R, V* o Vo(z) =z et pour v-presque tout
y €RY, Voo Ve*(y) = .
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Preuve. Soit 7* est un plan de transport optimal. Alors on a vu que pour 7*-presque tout (z,y),
y = Vp(x). Le méme raisonnement que dans le début de la preuve du théoréme 4.2, comme ¢*
est finie v-presque partout, alors ¢* est différentiable presque partout et pour m*-presque tout
(z,y), x = Vo*(y) = Ve*(p(z)). p étant la premiére marginale de 7* donc pour u-presque tout z,
Ve*(p(z)). De méme pour l'autre égalité par symétrie. O

4.2 Stabilité des potentiels de transport optimal

Bien que dans le cadre du théoréme 4.2 il y a unicité de I'application de transport optimal, il
n’y a pas unicité du potentiel de transport optimal. En effet si ¢; en est un alors pour C € R,
J(p+C)(p+C)) =Jp+C,o* —C) = J(p,9*), la derniére quantité minimisant J donc par
le raisonnement de la section précédente (¢ + C, (¢ + C)*) est un potentiel de transport optimal.
On peut se demander si tous les potentiels de transport optimal sont sous cette forme. On admet le
lemme suivant qui est démontré dans [BL19] (lemme 2.1) :

Lemme 4.5. Soit A C R? un convewe non vide et deur fonctions conveves p1,p9 : A — R telles
que pour A-presque tout x € A, Vpi(x) = Vpa(x). Alors il existe une constante C € R telle que
1(x) = p2(z) + C pour tout x € A.

Qui permet ensuite de déduire qu’il y a bien unicité a la constante prés du potentiel de transport
optimal en ajoutant une hypothése précise de régularité prés. Pour se rapprocher des idées qui se
développeront au fur et & mesure, p et v seront notées P et Q.

Théoréme 4.6. Soient P et Q deux mesures de probabilités sur (R?, B(R?)) de moments d’ordre
deux finis. On suppose que P est a support conveze, absolument continue par rapport 4 \ et que sa
densité est strictement positive & l'intérieur de son support. Alors si 1 et po sont deux potentiels de
transport optimal, il existe C' € R tels que o1 = o + C a lintérieur du support de P. En particulier
w1 = @2 + C' P-presque partout.

Preuve. On a vu dans la preuve du théoréme 4.2 que pour P-presque tout z € R? Vo, = V.
Ainsi l'intérieur du support de P est un convexe sur lequel ¢; et @9 sont finies (voir théoréme 4.2)
donc le lemme 4.5 apporte 'existence de C' € R tel que ¢; = @2 + C sur int(Supp(P)). Admettant
le lemme 4.7 énoncé ci-dessous, A\(OSupp(P)) = 0, donc on vérifie bien que ¢1 = w9 + C' P-presque
partout. O

Lemme 4.7. Soit C C R? un convexe d’intérieur non vide. Alors \(OC) = 0.

On peut énoncer deux théorémes utiles pour la suite qui sont démontrés dans [BL19] (théorémes
2.8 et 2.10). On rappelle pour justifier 'emploi de distances de Wasserstein qu’on a vu dans la preuve
du théoréme 2.18 que deux mesures admettant chacune un moment d’ordre p ont une distance de
Wasserstein (I'une par rapport a l'autre) finie.

Théoréme 4.8. Soient P, Q, (Py)n, (Qn)n des mesures de probabilités sur R de moments d’ordre
deux finis. On suppose que Q est a support conveze, absolument continue par rapport 4 \ et que sa
densité est strictement positive a l'intérieur de son support ainsi que Wo(Py, P) — 0 et Wa(Qn, Q) —
0. Soient 1, potentiel de tranport optimal de Q, & P, et ¢ de Q a P, alors il existe une suite
(an)n C R telle que pour tout x a lintérieur de support de Q, ¥n(x) — an — ¥(x), en particulier
pour Q-presque tout x € R?,
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C’est-a-dire que quand il y a convergence au sens de la distance de Wasserstein de (P,), vers
P et de (Qn)n vers @ implique la convergence des potentiels de transport (& constante prés) vers le
potentiel de transport de P a Q.

Théoréme 4.9. Soient P, Q, (P,), des mesures de probabilités sur R de moments d’ordre quatre
finis. On suppose que Q est & support convexe, absolument continue par rapport & A et que sa densité
est strictement positive a lintérieur de son support. Soient 1y, potentiel de tranport optimal de Q a
P, et de Q a P, alors 1,1, € L*(Q). De plus si Wy(Py, Q) — 0, ¢n — an — ¢ dans L*(Q), (an)n

étant définie comme dans le théoréeme 4.8.

Remarque 4.10. Il faut préciser en quoi ici on évoque une suite (ay), comme dans le théoréme 4.8
bien que le cadre soit légérement différent. En I'occurence la suite (Q,), est la suite (Q),, et vérifie
bien Wa(Qn, Q) = Wa(Q, Q) = 0. Ensuite 'hypothése Wy(P,, Q) — 0 implique W5 (P,,Q) — 0, en
effet par l'inégalité de Cauchy-Schwarz quelque soit 7 € II(P,, Q),

WalP QP < [ lle = ylPdrten) < ([ 1o yuﬂzﬂ(m,y))é (/. 1dﬂ<x,y>)%

et ce quelque soit 7 € II(P,, Q) donc on peut (aprés passage a la racine carrée) passer a la borne
inférieure a droite pour obtenir Wy (P, Q) < Wy(P,, Q). C’est pourquoi les hypothéses du théoréme
4.8 sont bien vérifiées et I'existence d’une telle suite (ay,), est justifée.
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5 Théoréme limite central pour la distance de Wasserstein quadra-
tique entre une probabilité empirique et une probabilité cible

Définissons pour toute la suite (£2,.%#,P) un espace probabilisé sur lequel seront définies les
futures variables aléatoires. A partir de maintenant P et () désignent des mesures de probabilité sur
R? X71,..., X, des variables aléatoires i.i.d (identiquement distribuées et indépendantes) de loi P et
P,, désigne la mesure empirique des X1, ..., X,, c’est-a-dire que

1 « 1 &
Pn:n;(SXZ ZWEQ%n;(SXi(w).

Définie ainsi, P, est une mesure de probabilité aléatoire, c’est-a-dire une suite de variables aléatoires
qui associent aux w € €2, une mesure de probabilité P,(w). Dans ce cas, on montrera (dans la
preuve de la proposition 5.1) que pour presque tout w € Q, P,(w) converge en loi vers P ce qui
fait comprendre que P, se rapproche de P et donc qu’on peut chercher & décrire I'impact de ce
phénoméne sur la distance de Wasserstein entre P, et P. Dés lors, les quantités d’intérét telles que
WZ2(P,, P) et W3(P,,Q) sont des variables aléatoires qui & chaque w € 2 associent respectivement
les quantités W2 (P, (w), P) et W2(P,(w), Q).

5.1 Convergence presque sire de la suite des distances de Wasserstein

Proposition 5.1. Dans le cadre dans lequel nous nous situons,

W2(P,, P) nj—}oo 0 et W2(Pp, Q) nj—'}m W2(P,Q). (41)

Preuve. Montrons d’abord la premiére convergence. Nous nous servirons de la proposition suivante,
admise mais prouvée dans [GSZ18| (théoréme 7.5), qui la couvre. On veut donc montrer que pour
presque tout w € Q, W2(P,(w), P) — 0.

Proposition 5.2. Soit u et (ju,), toutes des mesures de probabilités sur R? de moments d’ordre
p > 1 finis. Alors Wy (pn, ) — 0 si et seulement si p,, converge faiblement vers p et les moments
d’ordre p de py, convergent vers ceuz de .

Premiére étape : presque stire convergence des moments d’ordre deux
Tout d’abord,

1t
2 2 Pbs 2 2
/deH (1‘) n;lH H n [H IH ] /deH (l’) ( )

convergence assurée par la loi forte des grands nombres car les || X;||?> sont des variables aléatoires
i.i.d et intégrables.

Deuxiéme étape : presque siire convergence en loi de la suite (F,), vers P

Remarque 5.3. La convergence que 1’on cherche a prouver se traduit ainsi : pour presque tout w € €2,
P, (w) & P, c’est-a-dire que pour tout fonction h : RY — R continue et bornée,

n—-+o0o

/ h(2)dPy(w)(z) — / h(z)dP(). (43)
Rd Rd
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Par la loi forte des grands nombres a nouveau, pour toute h : R? — R continue et bornée,

/Rdh( 2)dPn(w Zh ) S EIF(0) = /R h(x)dP(a)

c’est-a-dire que pour toute fonction test h, pour presque tout w € €, on vérifie (43). Ainsi, le
négligeable implicite dans le "pour presque tout" est dépendant de la fonction test h. Tout I’enjeu
est d’obtenir un négligeable qui ne depend pas de la fonction de test pour obtenir le résultat dans le
bon ordre "pour presque tout w, pour tout fonction h", ’ensemble des fonctions continues et bornées
n’étant pas dénombrable. Chercher un ensemble dénombrable sur lequel (43) est vérifié permettra de
résoudre ce probléme.

Soit %o(R%, R) 'ensemble des fonctions continues sur R & valeurs réelles tendant vers 0 & I'infini
et (f)r une suite totale dans %p(RY, R) c’est-a-dire que si I' := Vect({ fx; k € N}) alors T’ = %5 (R4, R)
(on munit ici 5(RY,R) de la topologie de la norme infinie). {exp(—al||z||> + b-z);a € Qy,b € Q?}
en est une mais nous 'admettrons. Ainsi quelque soit & € N, par la loi forte des grands nombres

1 n
[ =300 25 [ g

donc pour tout k € N il existe un ensemble négligeable Nj tel que pour tout w € Q '\ N,

/Rd fkdpn(w) — fkdp

n—-+oo Rd

et donc en posant N’ = U Ni, P(N') = 0 et pour tout w € Q\ N, pour tout hy € I (par linéarité),
keN

/R hadPa(e) /R hydP, (44)

n—-+4o0o

Soit w € O\ N’ fixé, h € Go(R%, R) et (hy)r C T qui approche h en norme infinie. Alors pour n € N,

/thn(w)—/ th‘S
R4 R4

/Rd(h _ h)dPo(w) + /Rd(h _ hk)dP‘

1 [ hedPaw) —/ hde’ < 20l — hilloo + ‘/ hed P () —/ hde‘
Rd Rd Rd R4
donc par (44)
lim sup / hdP,(w) / th‘ < 2||h — hglloo
n—-+o00 Rd Rd

or |[|h — hglloc = 0 donc
hdP,(w) —> hdP.

Rd n—+00 Jpd

et ce quelque soit h € €(R%, R). Pour étendre ce résultat a toute fonction continue bornée, introdui-
sons pour © € R? g(x) = (z + (k + 1)1 (kr1),—1) (@) + Lpp) () + (=2 + k + 1)1 4117 (2)). Alors
pour h : R — R continue et bornée,

hdP,,(w) / th‘ < hgrd Py, (w) / hgde‘Jr‘/ h(1 gk)dPn(W)'+/ h(1 gk)dP‘
R4 Rd R4 R4 R4 R4

/]Rd hgrdPp(w) — /Rd hgde’ + [|h]]oo </Rd(1 — gp)dPp(w) + /Rd(l - gk)dp>
/Rd hgrd P, (w) — /Rd hgde’ + [|A]o <2 — /Rd grdP — /Rd gkdpn(w)> .
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Or hgi, gr € Go(R%, R) donc/ hgrdP,(w) — / hgrdP et/ grdP,(w) —> / grdP donc
Rd Rd Rd

R4 n—-+4oo n—-+oo
lim sup / hdP,(w) —/ hdP| < 2||h||so (1 —/ gde> (45)
n—+oo |JRd Rd Rd
et par convergence monotone / grdP —> 1dP = 1 donc on peut déduire de (45) que (et ce
Rd k——+o0 Rd

quelque soit h : RY — R continue et bornée)

/ hdPp(w) — / hdP
R4 n—-+00 Rd

donc P, (w) converge étroitement vers P pour w € Q\ N’ quelconque. Ainsi, relativement au négli-
geable N” := N U N/,
Wa(Py, P) 25 0

n—-+o0o

Egalement par inégalité triangulaire

[Wa(Po, Q) = Wa(P,Q)| < Wa(Py, P) 5 0 ainsi Wa(Po, Q) 5 Wa(P,Q)-

5.2 Théoréme limite central

La convergence presque stre étant établie on peut se poser les traditionnelles questions de la
vitesse de la convergence et des fluctuations autour de la moyenne, c’est-a-dire d’un théoréme limite
central adapté a la situation. C’est le résultat principal de ce mémoire et il a été démontré aux
alentours de 2017 par Eustasio del Barrio (Université de Valladolid, Espagne) et Jean-Michel Loubes
(Université de Toulouse) puis été publié en 2019 dans la prestigieuse revue Annals of Probability,
voir [BL19].

Théoréme 5.4. On suppose que P et QQ sont toutes les deux a support convexe, absolument continues
par rapport & A\ et que leurs densités sont strictement positives a lintérieur de leur support. On
suppose également qu’elles sont de moment d’ordre 4 + § fini pour un certain § > 0. Soit @y un
potentiel de transport optimal de P a QQ. Alors

aVar (W3EQ) = [ (el = 20e)iPs()) < 0 (46)
pULS
Vi (W3(P, Q) = E[W (P, Q)]) 2 A (0,6%(PQ)). (47)

2
(P.Q) = [ el = 2¢0(a)2ar(a) = ( [ (el = 2¢0(a)dPa))

Remarque 5.5. L’hypothése particuliére sur les moments d’ordre 4 + § finis est liée & des questions
d’uniforme intégrabilité qui se souléveront assez vite dans le déroulement de la preuve. En particulier
elles s’expliquent par la proposition suivante ([Brel4|, proposition 7.3.3 page 116)

Proposition 5.6. Soitp > 1 (Yy,), une suite de variables aléatoires dans LP(P), bornée dans LPFO(P)
pour un certain & > 0. Alors la suite (Y,?), est uniformément intégrable.
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5.2.1 Preuve du théoréme limite central 5.4 - premiére étape

Enongons I'inégalité principale dont on va se servir. Elle est admise mais on peut en trouver une
preuve dans [BLM13| (théoréme 3.1 page 54).

Théoréme 5.7 (Inégalité d’Efron-Stein). Soient Y1,...,Y,, des variables aléatoires indépendantes et
Z = f(Y1,...,Yy) ot f: R = R est une fonction telle que Z soit de carré intégrable. Si Y{,....,Y,)
sont des copies indépendantes de Y1,...,Y, et pour tout i, Z; == f(Y1,....Yi_1,Y/ . Yit1,..., Yy),

alors
n

Var(z) < 5 S E[(Z - 2] = Y E[(Z - 73]
=1

i=1
ot (Z — Z;j)+ = max{Z — Z;,0}. En particulier si f est une fonction symétrique en les variables
T1,- .., Ty, pour tout i, E [(Z — Zl)i] =E [(Z — Zl)a_] et donc

Var(Z) <nE [(Z — Z1)3] .
On note By, = W2(Py, Q) — / (I12][2 = 20 (x))dPy (). Par Vinégalité 5.7 d’Efron-Stein,
]Rd

Var(R,) < nE [(R, — R},)%] (48)

ou R}, est définie comme R,, mais pour P qui est la mesure empirique de X1, Xo,..., X, ou X] est
indépendante de X1, ..., X, et suit une loi P. Il suffit donc de montrer que n’E [(R, — R},)3 | —
0, i.e que (n(R, — R})4+), converge dans L? vers 0. Pour cela il suffit de montrer que n(R, —
R))n — 0 p.s et que (n?*(R, — Rg)i)n est uniformément intégrable. En effet, la convergence p.s de
(n(R, — R},)+),, vers 0 implique la convergence en probabilités vers 0 de (n*(R, — R;L)i)n, puis on
utilise la proposition suivante (admise mais démontrée dans [Brel4|, théoréme 7.3.1 page 117) avec

Y, =n*(Rn — R;L)?"

Proposition 5.8. Soit (Y;,), une suite de variables aléatoires intégrables. Alors (Yy,)n converge dans
L' si et seulement si elle est uniformément intégrable et converge en probabilités.

Remarque 5.9. Rappelons que ¢q est un potentiel de transport optimal de P a @) et ceci est équivalent
au fait que

W@ = [ lelPare)+ [ niPae -2 ( [ ewrt)+ [ eiwien))

et dans ce cas
WHQ.P) = WHP.Q) = [ biPdQw) + [ lelPap@) -2 ( [ it + [ a@are)

ce qui de la méme maniére est équivalent au fait que ¢ est un potentiel de transport optimal entre
Q et P. De méme si ¢, est un potentiel de transport entre P, et @), ¢} en est un entre @ et P,.

En T'occurence, remarquons qu’un potentiel de transport ¢, entre P, et @) est plutdt une variable

aléatoire w > go%w) otll chaque 4,02”) est un potentiel de transport de P,(w) & Q.

Soit ¢, un potentiel de transport entre P, et Q). Alors
WiPw@ = [ lelPdPu@)+ [ 1P =2 [ (@) =2 [ eidaw)
= [ (ialP ~2¢u(a)) aPote) + [ (0l = 260)) Q).

R4
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On note ¢/, un potentiel de transport entre P) et @, alors de méme
WiPLQ) = [ (el =2 @) dPi@) + [ (W -2 ) i) (9)

Reprenant les notation introduites respectivement en (18) et (20) on note cette fois Jp; o et ® P Q et
pour indiquer correctement les mesures en question. (¢, @k) € d PLQ:Pn € LY(P!) car P! est une
mesure finie, ¢} € L'(Q) car on sait que (pn, p}) € &>me et on sait que quelque soient z,y € RY,
on(@) + @h(y) > z - y. Ainsi

/ o dP, + / @) dQ =  inf  Jpolp.) < Jerolomeh) = / ondPl + / dQ
R R (PP pr R R

donc en combinant avec (49)

WiPLQ) 2 [ (el = 20u@) dPi@) + [ (IF = 2¢30) dQ).

Cette inégalité permet d’obtenir

Ry, = WP Q- [ (el = 200(0) aPo ()~ (WP @) = [ (el = 20(0) aPi (o))
< [ (el =200() dPu(@) + [ (Il = 2500) d@) = [ (I = 260(@)) dPua)
= [ el = 200() aPie) — [ (1P = 2600) dQw) + [ (e — 260(0) P ()
R4 R4 R4
=2 [ (@) = pule)) dPu(@) =2 | (0la) — pule)) dPi(o).

d

BN 1 1 ¢
i=1 1=2

Ro = Ry < = ((e0(X1) = on(X1)) = (0(X]) — ¢n(XD)) (50)

Or on a vu dans le théoréme 4.8 qu’il est éventuellement possible de faire converger les potentiels de
transports. Par ’argument vu en proposition 5.1, Wy (P, P) — 0 p.s relativement a un négligeable
qu’on note N. On utilise alors le théoréme 4.8, avec la mesure de probabilité P qui est a support
convexe, absolument continue par rapport & A, de densité strictement positive & l'intérieure de son
support (on inverse en l'occurence P et ) dans le théoréme 4.8). Les suites en questions sont (P, (w))n
et (Q)n. L’application du théoréme 4.8 s’écrit alors : pour tout w € '\ N, il existe une suite de
potentiels de transport (ng(f))n de P,(w) a Q tel que pour P-presque tout 2 € RY, ga,(lw)(as) — wo(z).
On note donc ¢, : w € Q\ N gogw) et associe 0 sur N. Ainsi pour P-presque tout x, ¢, (x) converge
presque sirement vers ¢g. De (50) on déduit que

n(Rn — 1)+ < 2 ((00(X1) = ¢n(X1)) = (00(X1) — @n(X1))) (51)

or par ce qu'on vient d’établir, ¢o(X1) — vn(X1) — 0 presque-sirement étant donné que X; et de
loi P, de méme pour XJ. Ainsi (51) octroie

n(R, —R) 2% 0.

n—-+00
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5.2.2 Preuve du théoréme limite central 5.4 - uniforme intégrabilité

Il nous reste pour prouver (46) a montrer que (n?(R, — R;’L)?f')n est uniformément intégrable. Or

n(R, — R],) vaut

w (W3R Q) = [ (ol - 200)aru(e) - W3 Q)+ [ (el ~ 200a)arsa)

Rd
=0 (W3(Po, Q) ~ W3 (P}, Q) - "<i S (X~ 200(X0) — = (XTI — 2¢0(X1)
=1

- % Z (111> = 2800(Xz‘))>
=2

)

donc

n(Ry — R;,) =n (W3(Pn,Q) — W5 (P, Q) — ((I1IX1]* = 2¢0(X1)) — (IIX71]]> — 200(X1)))

et
(= R1)1)? < (n (W3 (Po, Q) = WE(PL, Q) = ((I1X12 = 200(X1)) = (IIXT12 = 260(X1))) )2

Il suffit de prouver 'uniforme intégrabilité du membre de droite. Par le théoréme 4.9 comme les
mesures ont un moment d’ordre 4 fini, (||X1]|? — 2¢0(X1)) et (]| X]]|* — 2¢0(X])) sont de moment

d’ordre 2 finis donc ((||X1]]* — 2¢0(X1)) — (]| X1]]* — 2(,00(X{)))2 est intégrable et est ainsi unifor-
mément intégrable. Prouvons un lemme d’uniforme intégrabilité

Lemme 5.10. Soit (A,), une suite de variables aléatoires et (By,) une suite de variables aléatoires
telle que (B2), soit uniformément intégrables. Si (A2), est uniformément intégrable alors ((A, +
Bn)?)n est uniformément intégrable.

Preuve. ((Ay, + By)?), est uniformément intégrable si et seulement si

supE[(A, + By)? < 400 et Ve > 0,30 > 0,VC € .Z,P(C) <§ = supE [(An + Bn)QIC] <e.
neN neN

Soit £ > 0, alors par hypothése (B2),, est uniformément intégrable donc il existe d; > 0 tel que pour
C € .F avec P(C) < 6y, pour tout n € N, E [B21¢| < e. Par 'inégalité "(a + b)? < 2(a® 4 b%)",

E [(Ay + Bn)*1c] < 2E [A2 + B21¢] = 2E [A21¢] + 2E [B21¢] < 2E [A21c] + 2¢ (52)

Supposons que (A2),, est uniformément intégrable, on peut trouver de méme o > 0 tel que pour
C € .F avec P(C) < b3, pour tout n € N, E [A21¢] < e. Ainsi (52) devient

vC € Z,P(C) < min{d, 6} = V¥n € N,E[(A, + B,)’1¢] < 4e. (53)

D’autre part, toujours sous I'hypothése que (A2),, est uniformément intégrable, il existe M4 > 0 tel
que quelque soit n € N, E [A?L] < M4 et de méme il existe Mp > 0 qui vérifie la méme chose pour
(Bn)n- Ainsi pour tout n € N,

E [(A, + Bn)?] < 2E [A2] + 2E [B2] < 2M4 + 2Mp.
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en combinant avec (53), ((A, + By)?), est uniformément intégrable. O
Par le lemme 5.10 fraichement prouvé il suffit de montrer que ( (W3(Py, Q) — WE(P},Q)) )
n

est uniformément intégrable. Or, V¢! étant une application de transport optimale (hypothéses de
régularité vérifiées) entre @Q et P,

WP Q) = W@ P) = [ lly=Ver )l FaQw). (54)
Notons C; = {y € R% Vi (y) = X;}. Alors comme Vi transporte @ sur P,

Q) = Q (Vi) ({X3) = Pa({X0}) =

Les C; sont presque-stirement disjoints, en effet, si y € C; N Cj, alors X; = X;. Or, en notant fx, et
fXj les densités respectives de X; et X

P(X; = Xj) = //Rded Lo=a; fx: (@) fx; () dady = /Rd Ix; (%)) ( ) in(wz‘)dei> dxj =0

donc P(C; N C; #0) <P(X; = X;) =0, donc P(C; N Cj # 0) = 0 donc

c’est pourquoi (54) peut devenir

WA (P Q) = Z/ Iy — Vi)l 2dQ(y) Z/ Iy — X1[24Q(y).

On note de méme C] = {y € R4 V(¢ (y) = Xi} et Cf = {y € R4 V(@) (y) = X;} pour
i€{2,...,n}, donc

— [ o= XiPdQw) + 3 [ 1ly - XiPdQ(). (55)
af i—2 /0
yeli— X;,1<i<n J
Notons G : alors G transporte @ sur P,, en effet pour B € Z(R%)
0 autrement
Gyo(B) = | 180Gl Z/llBoG Q) = 3" 1p(X)Q(C)

=1

Ainsi (une application de transport optimal existant selon le théoréme de Brenier 4.2),
WP Q) = W@ ) = ot ([ ly-TWwIPaew)) < / v - G Q)

T; Tyge=Fn
= E — Xi|2dQ(y).
- /C§ |y I (y). (56)
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C’est pourquoi on peut combiner (55) et (56) pour obtenir

W(Pw @) = WE(PLQ) < [ (v =il = ly = X)dQ()

1

= /C/(Ily = Xall = lly = X1IN(ly — X1l + lly — X1]))dQ(y)

1

< /,(Hy = X1 = X1+ X4l =y = XDyl + Xl + [yl + 1 X711 dQ(y)

1

1
n

< \Xl—X{\I/C,(2Hy|+\X1H+HX{H)dQ(y) =[] X1 - X1 ( (HX1\|+HX1H)+2/C/ HdeQ(y)>

avec % = Q(C"), qui fournit finalement

2
(n(V3(Pa, @) — WE (L, @) < 1% — X1 <(I!X1H 1D +20 [ HdeQ(y)> .

Or || X1 — XJ2(I1X1]| + [|X1]])? est uniformément intégrable car les variables sont de moments
d’ordre 4 finis. On se référe a nouveau au lemme 5.10 pour affirmer qu’il suffit de prouver 'uniforme

2
intégrabilité de la suite <n|X1 - Xﬂ|/ HdeQ(y)) . Nous voulons utiliser I'hypothése sur
¢

les moments d’ordre 44§ finis pour prouver l'uniforme intégrabilité (Cf proposition 5.6). En utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

243 i 4407 2
E (nm Xl [ Hyl\c@(y)) <E[|1% - X{|1]* B (n / |ry||d@<y>> 57)
& a
Par I'inégalité de Holder (avec p =446, ¢ = p%l = %)

446 o a0y 40
</C i||y||d@(y)) < </C illyll“‘sdQ(y)) </C ;dQ(y)) =# /C i|\y||4+5dcz<y>.

la derniére quantité a droite étant finie par hypothése sur (). On en déduit

446
E (n/cl !deQ(y)> < nE [/01 \!y\!4+5dQ(y)] : (58)

Or pour 4, les variables X/, Xo, ..., X,, étant identiquement distribuées et indépendantes, les variables

aléatoires / ly||*0dQ(y), . . . ,/ ly]|*°dQ(y) le sont également donc
a Cn

E [ /C Wil aQ(y)| == /C ; |y||4+5dc2<y>]
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et alors
n 4+4 — - _ 445 _ 4+6 .
E[/Ciuyn d@<y>] >k B | [ Inlaaw)| = [ Ivi+daw)
(59)

Ainsi en combinant (57), (58) et (59), étant donné que P et ) sont de moments d’ordre 4 + ¢ finis,

2
((nuxl—xm / ry|rdcz<y>>> est bornée dans L*+%/2(P) donc (nuxl—xm / HdeQ(y)>
cy " &

n

est uniformément intégrable par la proposition 5.6. En conséquence <(n(W22 (P, Q) — W3(PL, Q))) 2)
n

/ IyI1*dQ()
o

est uniformément intégrable, puis (nQ(Rn — R;L)i)n I'est également. L’inégalité d’Efron-Stein (déja
appliquée en (48)) fournit enfin (46) :

nVar(R,) — 0. (60)

n—-+o0o

5.2.3 Preuve du théoréme limite central 5.4 - conclusion

1 — .
Notons F), = /Rd(lll‘ll2 — 2p0(7))dP,(z) = - Z(IIXiII2 — 2¢0(X;)) ainsi R, = W3(P,,Q) — F,
=1

et
nVar(Ry,) = nE [(Rn - E[Rn])2] — nE [(Wg(Pn, Q) — F, —E [W2(P,,Q) — Fn])ﬂ
=E [(ﬁ (W3(Po, Q) — E[WZ(Po, Q) — Vi (Fy — E[F,)) )1 (61)
et les variables aléaotoires étant identiquement distribuées,
_ 2112 — 9200 (2 ol LS e - .
Bl = | [ (el - 2000 (0)| =B [n >(1xi 2¢0<X1>>]

= %ZE Xl = 200(X3)] = E [[|X1]]* = 200(X1)] = /Rd(Hf’«"HQ — 2po(z))dP(z) = F
=1

donc de (60) et (61) on déduit

Vi (W2(P,, Q) — EIW2(P,.Q)) — Vi (Fn — F) 25 0 (62)

n—-+o0o

Or (||X;|? — 2¢0(X;)); est une suite de variables aléatoires i.i.d et de carré intégrable (par hypothése
sur les || X;||? et par le théoréme 4.9) donc le théoréme central limite réel classique apporte

Vn(F, — F)=+vn (i D IXl* = 200(X5)) — F) n_%oo A0, Var (|| X1 |* = 2¢00(X1))).  (63)

i=1

avec
Var(|| X112 = 200(X1)) = E [(1X1][* = 2¢00(X1))°] —E [|IX11” = 200(X1)]” =
2
[ il = 200@)2apt0) = [ (el = 2e0(00aPla)) = 0P,
On énonce (non démontré ici) alors le lemme de Slutsky pour conclure
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Lemme 5.11 (Slutsky). Soient (Y,) et (Z,) deux suites de variables aléatoires, Y une variable

aléatoire et ¢ € R telles que Yy, 2 Y et Zn 2y . Alors (Yo, Zn) Z, (Y,c¢), en particulier
n——+o0 n——+00 n—+00
7

Y.+72, — Y +ec
n—-+o00

En I'occurence la convergence L? de (62) implique

Vi (W2(P,, Q) — EWE(Pa, Q) — vV (Fy — F) - 0

n—-+oo

et en combinant par le lemme de Slutsky la convergence (63) alors

Vi (W3 (Pa, Q) — E[W3(P0, Q) =
(VA (W3(P. Q) ~ EIVR(P Q) ~ VA (B~ 1)) + (VB ~ F)) 2 (0,0%(P. Q)

n——+oo

ce qui est bien la convergence (47) voulue et le théoréme 5.4 est prouvé.

5.3 Autres théorémes limites centraux

On peut énoncer deux autres théorémes limites centraux sur le cotit de transport. Le premier
concerne une comparaison entre deux mesures empiriques : Xy, ..., X, désignent toujours des va-
riables aléatoires i.i.d de loi P, P, leur mesure empirique et on introduit Y7,...,Y;, des variables
aléatoires i.i.d de loi @ ainsi que @, leur mesure empirique. On référe sa preuve a l'article [BL19|
(théoréme 4.1)

Théoréme 5.12. On suppose que P et Q) sont toutes les deuz & support conveze, absolument conti-
nues par rapport a \ et que leurs densités sont strictement positives a lintérieur de leur support.
On suppose également qu’elles sont de moment d’ordre 4 + § fini pour un certain & > 0. Soit wg un
potentiel de transport optimal de P a Q et vy de Q a P. Pour faire tendre n et m vers linfini en

méme temps on exige —— — t €]0,1[. Alors

n+m o m—too

e Var (WP Q) = [ (el = 200)dPute) ~ [ (Il = 200(0)dQu)) | = 0
pULS
T (W3 (P Q) — EVR (P Qu)]) | A (0,(1=1)0*(P.Q) +10°(Q. P)

ot (P, Q) est définie comme dans 5./ et

2
Q.P)= [ (bl - 2000)%a@) - ([ (ol - 2@ -

La preuve se faisant de maniére plutét similaire a celle du théoréme 5.4. On peut aussi énoncer
un autre théoréme limite central, cette fois-ci la mesure P a un support fini et on peut réduire les
hypothéses sur les moments de () (on référe sa preuve a [BL19|, théoréme 4.3)

Théoréme 5.13. On suppose que P est a support fini et que Q est absolument continue par rapport
a A de densité strictement positive a l'intérieur de sons support. On suppose égelement que Q) est de
moment d’ordre J fini. Alors

w

Vi (W3(Pn, Q) —W3(P,Q)) — A (0,6*(P,Q))).

n—-+o00
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Le principe de le preuve est ici différent, en effet supposer que P est & support fini permet de
décrire assez précisément le potentiel de transport et d’en déduire le théoréme énoncé, ainsi il n’y
a pas besoin de passer par des arguments plus abstraits d’uniforme intégrabilité et c¢’est pourquoi il
n’est pas requis a Q) d’étre de moment d’ordre 4 + ¢ fini mais seulement de moment d’ordre 4 fini.
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