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Référence :
— [Gou0§], p. 252 — 254
Lecons :
— 223 - Convergence des suites numériques. Exemples et applications.
— 230 - Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles
des séries numériques. Exemples.
— 241 - Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

Proposition 1 (Théoréme d’Abel angulaire)
Soit > anz™ une série entiere de rayon de convergence supérieur ou égal 4 1 et de somme f.

Soit 0y € [0, g} On pose :

Ng, :={2€Cllz|<1et3p>0,0€[~0,0)] 2=1—pe?}

On suppose que Y a,, converge.
Alors :

oo

() = 3 am

21 n=0

DEMONSTRATION : On adopte les conventions de notations suivantes :
o0 n
S:=Y an, ¥ >0, S, :=Y ax, Ry:=5—-S5,
n=0 k=0

Alors pour tout z € C tel que |2/ < 1on a, comme? a, = R,_1 — Ry, :

N N
YN >1, ) anz" =Sy = (Ru-1— Ru)(z" = 1)
n=0 n=1
N-1 N
= Z R,(z"T —1) - Z R,(z"—1)
n=0 n=1
N-1 N-1 N-1 N—-1
=Ro(z—1)+ Y Rnpz"' =Y Ry= Y Ru.z"+ > Rn—Ry(ZY -1)
n=1 n=1 n=1 n=1
N-1
- Z Rn(z"" —2") — Ry (2N —1)
n=0
N—-1
=(z=1) ) Rnz"— Ry(zN 1)
n=0

Comme Y a,, converge, Ry ~ = 0. De plus (Zivzo 2™ — SN) converge car |z| < 1 et donc
—00 N

N-1 n . . R
Yoo Rnz converge ce qui entraine, par passage a la limite :
N

+oo
f(z)—S:(z—l)Zan” (1)
n=0

1. Pour ceux qui voudraient briller en société, ce type de calcul s’appelle une transformée d’Abel.



Fixons & présent e > 0. Alors par convergence de (R,), vers 0 il existe N > 1 tel que
Vn > N, |R,| < e. Pour tout z € C tel que |z| < 1 on a alors, par (1) :

N (o'
1F(2) = SI< |z =1 D Ruz"| +elz—1 D |2 (2)
n=0 n=N+1
al ERSt
<lz—-1 "
<l |HZ:0|R|+€17|,2| (3)

Soit & présent z € Ag, : alors il existe p > 0 et ¢ € [0, 0] tels que z = 1 — pe’? et donc
|2[> =1 = 2pcos(p) + p*.

FIGURE 1 - Coordonnées dans Ay, .

Si on suppose p < cos(fp) (ce qui a un sens puisque notre intention est de faire tendre z vers 1
dans Ag, alors :

lz—1] |z —1]

= 1

p
S

2/)608(@)—/)( =D
2
~ 2cos(p) —p
2

< >
< Seos(lo) — cos(@0) car cos(p) > cos(f)
_ 2
~ cos(fo)

Finalement, si on se donne an > 0 tel que oy Zf:;o |R,| < etz € Ag, tel que |2—1|'egmin(ay, cos(6p))
ona,par (3):

If(z) =S| <e+te

2
cos(fo)

D’otu le résultat.

On poursuit ce développement avec une "semi-réciproque" du théoréme d’Abel angulaire :

Proposition 2 (Théoréme taubérien faible)
Soit Y anz™ une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f.
On suppose que :

-35€¢C, f(z)—— S;

ze(—1,1)
x—1



eo(2).

Alors la série Y a, converge et on a :
o0
E anp =98
n=0

DEMONSTRATION : On adopte la notation suivante :
n
vn >0, 5, := Zak
k=0

Alors, pour tout n € N* et z € (0,1) :

n

Sn—f(x):Zak(l—xk)— Z apz®

k=1 k=n+1
Or:

IN

(1—z)kcarz <1

VE>1, (1-2")=(1-2)) a'

1
De fait 2, la suite (kag)) étant bornée car aj = o (E)’ on a:

n o0 k
|Sn = f(@)| < (1—2) Y Klar| + Y ~Jag|2* (4)
k=1 k=n+1
1
< — - U =
<(1—-z)Mn+ ni—2) 21;5(k|ak|) ou M it;}:l)(k|ak|) (5)

Soit 0 < e < 1 : alors d’aprés (5 ) :

Vn > 1,

€ 1
So—f(1=2)| < Mo+ - sup(klax )
>n

La suite (kay) convergeant vers 0 il existe No > 1 tel que supy, y, (k|ag|). Ainsi :

Vn > No, Sn—f(l—%)’§M5+e (6)
Or f(z) ——— S donc il existe N1 > 1 tel que :
IGI(:)I:EI)
€
> —Z)-sl<
Vn > Ny, ‘f(l n) S‘_s (7)
En combinant ( 6 ) et ( 7 ) on obtient :
€ €
> —s|<ls, — _Z R
¥n > max(No, N1),  [Sn — 8| < [S, — £ (1 n)}+ }f (1 n) S}
<e(M+2)

D’ou le résultat.

Détails supplémentaires :
— La réciproque du théoréme d’Abel angulaire est fausse. En effet, la série Y (—1)"2" converge

normalement sur le disque unité ouvert vers z — et :
z
o0
1 ) 1
E (-1)"z" ———— == lim
‘ z—1, |zl<1 2 ozl z<1 1+ 2
n=

Cependant, la série > (—1)™ n’est pas convergente.
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2. La premiére majoration dans la seconde somme provenant du fait que si k > n + 1 alors (!)

S|



