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Théoréme de Weierstrass
démontré 4 I'aide des polynémes de Bernstein et d’un peu de probas

Romain Dubourg et Rémi Vannier

Théoréme 1. Théoréme de Bernstein
Soit [ une fonction réelle continue sur UVintervalle fermé I = [0,1]. Pour
n € N, on note By, le polynéme de Bernstein de degré n associé d f.

Lk (n .
Bu(a) = Y16} )Ha -2
k=0 ’
Pour tout x €]0,1], on se donne une suite de variables aléatoires i.i.d (X}) ~
B(z) et on note S, = > 5, Xi. Alors,
“Bn - f” d

Lemme 1. Théoréme de transfert discret

Soit X wune v.a discréte, I un ensemble fini ou dénombrable inclus dans R
tel gue X(Q) = D. Soit g une fonction quelcongue de D dans R. Alors le v.a
Y = g(X} est intégrable ssi

STIg B(X =) < +oo
icD
De plus, si cette somme est finie, on a
E(Y)=E(gX))=) o) P(X =)
icD

Appliquons le théoréme de transfert 4 g : & — f (B}, X =8, Y=F (-S;f)

D =[1,n]
() -£1(0) Qo or-ni0

Lemme 2. Soit, pour tout € > 0, le réel (¢} défini par :

3(e) = sup {|f(z) ~ W)l (z,0) € 0.1 |z —y| < ¢}

Alors
. liméle) =0 ]
N e—0 R b L ‘ 5
Démonstration. ‘P&r Ct‘."}\(t-ﬂu A un (’_@m]}a(}, cjﬂs’éc c,mcfﬁﬂMUﬂm Cealomud
? I
Démenstration. Théoréme de Bernstein

On va montrer que :

sup 1Ba(o) — f(o)f < 600 + 1l
z€[0,1] e






v, brula) = 1) = [ 1 (‘%) - f(z)} aF

En séparant Uintégrale, on obtient :

fomascV (5] sl [ [r(3) -]

Le membre de gauche est majoré par :

5 ( < ) < 3(e)

On
— -z
n

Le membre de droite est majoré grossiérement par :

L3

2]P’(S

T

— &I

> ] e

Par I'inégalité de Tehebychev,

?(&—z >e) g%vm(:gz)
n E "
Or, S, suit une lof binomiale, done Var ($a) = m"(nlz)—r) _ .’i:{ln—:c) <L
Don : : . )
Pl < -
( nf7 E) = Ane?
Ve>0vn > 1,||B, — fl| < d(e) + %’%ﬁ
€

Ve > 0 limsup || B, — fllos < 6(e)
00

Grace au Lemme 2, on a
limsup HB’R - f”oc =0
n—r+oc

La suite des polyndmes B, converge donc uniformément vers 1.
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