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Formule sommatoire de Poisson
Simon André

Pour f € L}(R), on définit f par f(z) = fg f(t)e 2m<tdt.
Théoréme. Soit f € C(R) wérifient :
1. IM >0, a > 1 tels queVz € R, |f(z)] < (T—l?{rt:]? (en particulier, f € LMR))

2. Elf(n)l < 400
nez
Alors on a, pour tout réel = :

Zf‘(n)emmm — Zf(m + n_)

nez nez

En particulier :

DFIOEDIFIC)
ncZ nei
Démonstration. La série Zf ( -+ =) {indexée par Z} converge normalement sur tout

compact. En effet, pour R > 0 et |z| < R, on peut minorer [z+nf par |n]/2 pour |n| > 2R;

on obtient |f{z +n)| < M x (1 + |n}/2)7%, terme général d’une série convergente.
+co

Pour z € R, on pose g{z) = Z f(z +n). Ce qui précéde montre que g est continne
Nn=—0o0

(car f D'est). De plus, g est 1-périodique.

On vérifie ensuite que Zicn(gﬂ < +o00. Pour cela, on montre que ¢,(g) = f{n).

neZ
La convergence normale de g sur le segment [0,1] justifie Pinterversion série - intégrale

suivante :

1 N
alo)= [ TR

kEZ

1
=) ] Flz + ke 5™ dy

kez 0

1
:Zf f(m+k)e—2i1rn(x+k)d$
kez 0
k+1
— E ﬂax)e—%“”zdw
kez vk

= / flaye 2™ dx = fn)
r

Il reste & voir, pour conclure, que g est somme de sa série de Fourier. Pour cela,

on pose, pour z € R, h{x} = ch(g)ez""“”. h est une fonction continue car la série
nEZ
Zcu(g)eﬁ""' converge normalement sur R et les ¢®™ sont continues. h est de phus

nek
1-périodique. On vérifie ensuite que cn(h) = ¢, (g) pour tout n € Z, ee qui démontre que



h = g. En effet, I'application qui & une fonction continue périodique associe la suite de ses
coeflicients de Fourier est injective (par exemple car c’est une isométrie pour.les normes

2 (égalité de Parseval)). [ |

Corollaire (Echantillonnage de Shannon). Soit f € LA(R) telle que :
1. supp(f) ¢ (-3, 4
2. 3 |fn)] < +oo
nek
Alors, pour tout s € R :

J(z)= 3 fn) sinc(n(z - n))

neZ
De plus, la convergence de la série ci-dessus est uniforme sur R,

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que f vérifie les hypothéses du théoréme
(formule sommatoire) : f est continue car f est L} (par convergence dominée), puis
Phypothése sur le support montre que f € L'(R)NC(R). Les deux autres hypothéses sont
également clairement vérifites. On peut donc appliquer la formule sommatoire & f , ce qui
fournit i*égalité suivante, pour tout £ € R :

Do ft =3 Hom)ehe

nez ncz

Or, on peut écrire f(¢) = z Fin+6)x{€) (grace & Phypothése sur le support de f), ob x

ned
désigne 1[_%‘ 1 En combinant les deux égalités précédentes, on obtient, pourtout £ € R :

F&) =3 J=n)eb™Ex(8)

n€ld

On peut ensuite effectuer une transformation de Fourier inverse. L'échange somme - in-
tégrale est justifié car l'intégration sur R se raméne & une intégration sur [—%, %] {(grice
a la présence de Pindicatrice), et parce que la série converge normalement sur ce segment
en vertu de la deuxigme hypothése du corollaire. Pour obtenir I'égalité souhaitée, il suffit

done de eonstater que :

1
f © eHm=o)ge = sine(n(s — 1)), Vo €R

1
2

La fonction sinus cardinal est bornée sur R, et Z |f{n)| < +oo par hypothése, donc
nez
la série de fonetions ), ., f(n) sinc(m(- ~ n)) est normalement convergente sur R, donc

uniformément convergente. |

Commentaire : une fonction f vérifiant les hypothéses du corollaire est entidrement
déterminge par la suite (f{n))nez. Il 0’y a donc aucune perte d’information lorsque l'on
échantillonne la fonction f en prenant ses valeurs en les entiers. Application : loreille
humaine ne percoit pas les fréquences supérieures 4 20000 Hz, ce qui explique pourquoi
les CDs sont échantillonnés a environ 40000 Hz.

Reéférences : Peyriére, Convolution, séries ef intégrales de Fourier, page 78. Zuily-
Quefiélee, Eléments d’analyse pour 'egrégation, page 93.




Equation de Laplace dans S

Simon André

Théoréme. Les solutions tempérées de U'édguation AT =0 dans R" sont des polynémes.

Démonstration. Soit T vérifiant AT = 0. La transformation de Fourier appliquée & cette
égalité donme [€]2T = 0. On en déduit que supp(7) C {0}. En effet, soit ¢ € S de support
inclus dans R™ \ {0}, alors ¢ s’annule sur un voisinage de 0 done la fonction ¥ définie

par P(¢) = w(£)/|¢]® pour £ # 0 et P(0) = 0 est dans &, done (T, ) = (T, |¢}*y} =
(12T = .

Nous allons montrer que 7" est une combinaison linéaire de dérivées de la masse de
Dirac en 0, ce qui permettra de conclure en appliquant la transformée de Fourier inverse,
puisque F(§%4) = glelge,

7T est une forme linéaire continue sur & donc, par définition, il existe un réel C' > 0
et un entier p tels que Vi € S, {T', p}| € Np(p) ot Np(p) = supjaicpi81<p [lz=82p(z)||Lm.

Soit ¥ € C§° valant 1 au voisinage de 0. Soit ¢ € S, on pose, pour tout x € R :

)=o) - 3 L geyir)

[el<p

7 est donc dans & en tant que combinaison linéaire d’éléments de S. En outre, I'ex-
pression suivante (obtenue & Paide du développement de Taylor de ¢ en 0 & lordre p)
montre que r est nulle en 0 ainsi gue ses dérivées d’ordre inférieur & p {car 3 vaut 1 au
voisinage de 0}, pour tout z € R" :

)= 32 T go - @)+ elarer

lef<p

avec £ de classe C* et négligeable devant 1 en 0.

Pour pouvoir conclure, il suffit de montrer que (T,r) = (}, car on aura alors, en
notant ¢, = (T, ¥(2)z*)/a! :

()= 3 cad®p(0)

lel<8
Montrons que (T, 1) =0

Pour £ > 0, on pose ¥, = X * pe 00 Y désigne lindicatrice de B(0,2¢) et, pour
z € R", pe(x) = 2-p(Z) avec p une fonction C* positive, d’intégrale valant 1 et de sup-
port inclus dans B/(0, 1). Les p. sont donc des approximations de I"unité de support inclus
dans B'(0, £). Les propriétés de régularisation de la convolution démontrent que ¢, est de
classe € avec 8%, = X, * 8% p.. De plus 9, est & support dans B(0, 3¢), comprise entre
0 et 1, et égale 4 1 sur B'(0,¢).

On éerit (T, r) = (T, v —79pe) + (T, 71h¢). Le premier terme est nul car 7 — i est nulle
au voisinage de 0. Nous allons majorer le second terme par une constante fois ¢, ce qui
permettra de conchure. On a (grace A la nullité de 8%(ry) en dehors de B(0, 32) pour

tout £} :



(T, el S Np(ripe) = sup (|20 (repe )l

lalgpiflse
= sup [z*0” (re) @) B (0,36
leigp,|Bigp

<K sup [|8%(ripe) ()15 0,30)
18l<p
Or, la forinule de Leibniz donne :
vy =3 (£) oo 08y,
o

asp

I suffit donc de majorer les dérivées de r et de 3, sur B'(0, 3¢).

1. Majoration de ¢, : 8%p.(z) = e~ ""1°l(8%p)(z/€) donc §8%p |l = Cae™!®! en
notant C, la norme L! de 8%p, donc [[0%Pe|Le < Coe™lol

2. Majoration de r sur B'(0, 3¢) : pour tout lof inférieur & p, on écrit le développe-
ment de Taylor de 8%r en 0 & l'ordre p — |o|. La nullité de r en 0 ainsi que celle de
ses dérivées d'ordre inférieur & p donne (avec m = p 1 —jaf)

sup |8%r(z)] < CL(3)™ = Cle™
B(0,3¢)

Done, pour tout z € B® :
e 3 (£)cucyervimteivet < ot < e
59 @
m

Comme toute fonction A croissance modérée peut étre vue comme une distribution
tempérée, on obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire. Toute fonetion harmonigue de classe C* sur R™ & croissance modéiée est
polynomiole. Toute fonction harmonique de classe C* sur R™ bornée est constante. Toute
fonction harmonique de classe C? sur R® qui lend vers @ & Uinfini est nuile.

Ce résultat est une généralisation du théoréme de Liouville qui énonce que toute fonc-
tion holomorphe bornée est constante.

On peut démontrer que le potentie] électrostatique V = ”IF:?%T:[ créé par une charge
est solution de I'éguation de Poisson : —AV = 5';%9. Grice & ce qui précéde, on obtient le
résultat d'unicité suivant :

Coorollaire. §i W est une autre solution de Véguation de Poisson duns &', wlors il existe
un polynéme P tel que W = V + P. Ainsi, le potentiel électrostatique est Punique solution
de Uéguation de Poisson dans S’ qui est nulle & Uinfini (el donc lo seule raisonnable d’un
point de vue physique).

Démonstration. Si W est une autre solution dans &', alors A(W — V) = 0. Le résultat
découle donc iimmédiatement du corollaire précédent. |

Remargue : Punicité est en fait également vraie dans D'

Références : Bony, Cours d’analyse, pages 116 et 149. Zuily, Eléments de distributions
et d’edp, page 49.



