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Développement : Inégalités de Hanner
Bindéme : Léo Bigorgne et Joackim Bernier
Référence
— Cours : Intégration et Analyse de Fourier de Cédric Villan; page 264.

— Analyse fonctionnelle élémentaire de Michel Willem. (& vérifier )

Contexte :
— (£, &£} 1 espace mesuré.
— 1< p<oo.

Théoréme : Soient f et g deux fonctions de LP(Q, p)
— 81 <p<2alos

IILm

(“f”LP+||QHLP)p%|”f”Lp*“g“LF IP S ||f;“g!|11)‘p ”f g

2 2
— 81 2 < p < oo alors
Ifiler +lgllze flee = 1lgll f+9
(Ml ey o (WMer Mollrp S 2y g f =y

Lemme préliminaire :
Si ¢ est une fonction convexe (respectivement concave) de R%. Alors ®(z,y) = yoé(2 ) est une fonction convexe
{respectivement concave) de R7 x R3.

démeonstration ;
Puisque ® est homogéne (®{az) = a®(z)), il suffit de montrer qu'elle est sous-additive.
Or
Dar + vy + ) = (11 + )22
1Ty )= (n —_—
Yty
Wy e
— +1 ¥ Y2
(2 J2)¢(‘“—"“———y1 o

< ylcﬁ(%) +yz¢(%)
= ®{w1, ) + B(z2, 12).

Lemme principal :

. L I E‘??;_ — R . )
La fonction 1 L 1 1., est convexe si p < 2 et concave si p > 2,

(9) = (@ rydp+iad b

démonstration :
On remarque que le cas p = 1 est immédiat, on suppose donc Pl
On pose ¢(x) = ®(z,1). On constate que ¢ est C° sur R, C! sur K% et deux fois dérivable sur RY — {1}. Pour
connaitre sa c01wex1te il suffit done de déterminer le signe de sa dérivée seconde. Le caleul de la. denvee est immédiat

{on note y = TF pour &tre lisible) :
#(@) =27+ 1) +sgly - Dy — 17

La dérivée seconde est :

-1 1_ _ . p—1, 1_ - _
¢"'(z) =~ S T+ D7 sgly - Dy - 1P + T @ Ty 1)y - 1)
Pour la factoriser, on transforme le premier terme (il s’agit surtout de voir que sgly—Djy—-171 = (y-1)|y—1/P-2)

W+ 177 gy~ Dy — 1P =plly+ )P 2+ ly = 172 4 (g + 1P~ — Jy — 172

Ce qui conduit & avoir :

¢"(w) = P e (1Pt — Jy - 1P 2).




Mais alors puisque {y + 1) > |y — 1|, ¢ est convexe si p < 2 et ¢ est concave sinon.
On en déduit le résultat vouls sur ® en appliquant le lemme préliminaire puisque ®(z,y) = yqb(g).

Démonstration du théoréme :

On montre le résultat pour 1 < p < 2 le second cas étant symétrique (on remplace convexe par concave).

On montre d’abord le résultat pour un espace probabilisé. En effet, 'inégalité de Jensen permet d’écrire, puisque
® est convexe, que :

o ] P dp, f lolP dp) < f S f1P, lglP) i

Le membre de gauche est exactement {au facteur 2P prés) celui du théoréme, pour reconnaitre celui de droite on
remarque qu’en comparant les signes de fet g :

(57, 1gl") = (IF1+ gD + 1| = {gll” = (S + )" + | —~ 9.

On reconnait donc aussi le membre de droite.

Pour un espace de mesure finie, le résultat se déduit immédiatement de I'étape précédente car I'inégalité est homogéne
de degré 1 par rapport 4 la mestre.

Dans le cas général, on applique V'inégalité pour les mesures :

Hn = Lifjpy jglem2-—ndit,

ces derniéres étant finies car par Markov :

in} = []1|f|1’+lgif’>2ﬁ“ d < 2| FIIE + llgilhs)s

puis on passe A la limite griace au théoréme de convergence monotone.
Applications et remarques :

— Ces Inégalités sont une généralisation de Pidentitée du parallélogramme.

— Elle est plus forte que I'inégalité de Clarkson (dans le cas ot 2 < p, on utilise la concavité de ¢ en 1 pour
linéarisé le membre de gauche de I'équation).

— Elles donnent une estimation explicite du module d’uniforme convexité des espaces L? (mais ce n’est pas
trivial).




Développement : L2({); K)W = L2(§; conv{K))
Binéme : Léo Bigorgne et Joackim Bernier
Référence : Nonlinear analysis and mechanic. Heriot- Wati Symposium. volume IV page 140 théoréme 3. (article
de L. Tartar).
Contexte :
— 0 un borélien de RY.
— K une partie de R™.
Théoréme : Si § est borné alors : w
LXK = L2(9; conv(K)).
Remarque : Le résultat reste vrai si | = oo mais il faut de plus supposer que L2($}; K) # 0.
Prérequis :
— Dans un espace de Hilbert les convexes fermés forts sont des fermés faibles.
— De toute snite convergeant fortement, on peut extraire une sous suite convergeant presque partout.
~— Un convexe fermé est 'intersection des demi-espaces fermés dans lesquels il est contenu.
— L’espace des fonctions continues & support compact est dense dans L2.

La démonstration :

“C" : On commence par montrer que L*(§2; conv(K)) est un fermé de 1a topologie forte. Soit f, € L2(SY; conv(K)).
On suppose que fn converge vers f dans L. Alors il existe une sous suite (n;) telle que fp,, converge vers f presque
partout. Puisque conv(K) est fermé on peut passer & la limite en faisant attention a l'intervertion de symboles :

¥i, fu(z) € conv(K) pp et fn, () :C:) (&) pp = (¥, fo,(x) € conv(K) et f,,(z) P f(z)) pp.

Donc f € L*(§; conv(K)). Puisque, de plus, L?(Q; conv{K)) est convexe, il est fermé pour la topologie faible. Ainsi
— " _w —_

LB K) < LA conv(K)).

“ 2" On montre d’abord le résultat pour 2 = {0, 1[V.

On cite un lemme classique sur la convergence simple des opérateurs linéaires :

lemme : Si P, € L(FE; F) est une suite barnée d’opérateurs, P € L(E; F), D C E est dense et si
Ye e D, P, —— P(x),
n—o2

alors
Ve F, P, —— P(x).
Nt OO

On introduit quelques notations ;

Significations des notations :
- To + {A,} est la partition de €2 par les pavés de taille 277,
— L2, Fr; B™) est Pensemble des fonctions constantes par morceaux sur cette parbition.
— si f € DA R™) alors E(f{70] (i + A} = 77 fiya, f(2) do.

On remarque que si f € C§(Q) alors |E[f|7,] — f| < wy(27") ot wy est le module de continuité de f. f étant
uniformément continue par Heine, E[f,|F,,] converge vers f en norme uniforme et donc a fortiori en norme L2, De
plus E{.[F5] est une projection orthogonale done sa norme est inférieure a 1. Donc par application du lemme,

vf € IR, Elf1F] = £

Par conséquent UpepL?(€2, Fy; R™) est dense dans L2 (€3; R™).

Soit A une partie finie de K et X € L?(£2; 4). On prolonge X & RV par périodicité. Et on pose Xy () = X(27z)
pour montrer que X,, — E(X).
On constate pour cela que si n > k alors X, est indépendante de 7. En effet, si 4,j € Ty, alors 27 € NV done
Xz +4) =Xz + 1) = X(2"z) = X, (x) ainsi

E(Xnliya,] = Xo(z) do = Xo(#) dr = F[Xp1a,] = E[Xn]

= E{X,|E{1a,]
+a Ay #1i XolEila.)




De plus X,, et X ont méme moyenne car par changement de variable :
E[Xn] = #ToLiXnla,] = #Tn f X(2"x) dv = 2"V #T, [ X(z) dz = E[X].
A o

Done st ¢ € L2{Q, F;R™Y et n > k
Vo e LA, Fis R™), n > k= L[o.X,, | = L[¢].£[X,] = Fgl.E(X] = E[¢.E[X]].

On peut done appliquer le lemme & Vopérateur P, = E[X,.] (borné puisque A est borné) et & la partie dense
UrenL2(Q, Fi; R™). Ainsi pour tout ¢ € L2({;R™), El¢p.X,,} —= Efe.ELX]], clest a dire X, — E(X).
n— 0o

Or on remarque que X, € L*(§}; K) donc E[X] € L3(§; K)W.

W W
On vient de montrer que conv(K) C L2((; K) . 1l est donc immédiat que conv(K) C L2{}; K) . Puisque
Papplication f s+ {fi;1.p, JieT, est un homéomorphisme pour la topologie faible, on étend ce résultat aux fonetions
constantes par morceaux :

W

UnenT2(Q, Fn;conu(K)) C L2 K)

1l ne reste alors plus qu’a préciser le résultat de densité, en remarquant que si f € L?(Q;conv(K)) alors
E[f|Fe] € L3(8, Fy; conv(K)). En effet, si conv(K) est contenu dans le demi espace {¢ — ¢ > 0} alors puisque
(¢ — Q)E[f|Fn) = E[(¢ — a){(f)|Fn] = O, E[f|Fx] appartient (partout} & tout demi espace contenant conw(K}. 1
appartient done (partout) & conuv(K).

Ainsi U, en L2 (Q, Fpiconv(K)) est dense dans L2(; conv(K)) pour la topologie forte (et donc pour la topologie
faible). Puisque U'inclusion » C” a déja été démontrée alors :

2 K)W = L2(; conv{K)).

Fin du développement.
Remarque ; On peut généraliser le résultat & 2 quelconque en montrant que Pon peut toujours se ramener au cas
Q= {0, 1",

Si £} est un borélien borné de RY : ¥z € Q, |z| < C. Alors si f € L*(€); conu(K)), on définit g sur {0,1]" par :

ae K,
glz) = f(Czx) si Cx € Q,

glz) = a sinon.
Donc en applicant le résultat & [0,1]7, i} existe g, € L?([0,1]"; K) tel que g, — g, il suffit enfin de constater que
par changement de variables f,{(z) = g,{Cz} convient.

Si 2 n'est pas borné mais de volume fini alors en appliquant e cas ol §} est borné, les fonctions g de la forme

ac K,
glz) = f(z) si z € QAN B(0,C},
g(z) = a sinon.

avec f € LE(QnNB(0,CY; conv{K)) sont dans L2(f}; K)W. Or il s’agit d’une partie dense de L2{Q2N B(0, C); conw(K))
(par convergence dominée}.

Si € est de volume infini alors § € K (par Markov...). On peut donc montrer que les fonctions de la forme
{ g(x) = f(z) siz € AN B(0,C),

glz) =

{ 0 sinon.

—_—
avec f € LH{1n B{0,C); K) sont dans L2(; K) . On peut alors faire la méme démonstration que précédement,




