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DEVELOPPEMENTS POUR I7AGREGATION EXTERNE

Formule des compléments

Lecons : 236, 245, 207, 235, 239
[AM], section 8.4.4

Théoréme
On rappelle qu’on définit la fonction Gamma d’Euler par :

+60
vz € {s € C|R(s) > 0},T(z) = /0 7 le 4t

On a I'égalité suivante :
s
8in 712

Vze {scCl0 <R(s) <1}, T(@)I(1-2z) =

On commence par montrer le lemme qui suit.

Lemme
On a l'égalité suivante :

toodt Ul
Va 6]0,1[,/0 #(14+t) ~ sinna

Démonstration du lemme:
Vi €]0,1], on définit Iy f+°°——dL-m
x€l0,1], 0 <=L mWATD
I, est bien définie car c’est I'intégrale d'une fonction mesurable positive ; on a méme I, < +00. En effet :

—- by est continue sur |0, +oo[ (donc localement intégrable) ;

1
(1 +1)
1 1 , ) ! '
- En0: m o T qui est intégrable car0 < & < 1;

qui est intégrable car ¢ +1 > 1.

- En oo FE(T 4 1) tohoo (F17
O\{—1} - C y ) . f
2 s 1 ,oftFon convient z* = r*e™ quand z = re

22 {14z}

i

, ol

On note 2 = C\RT et f :
8 €)o, 27].

La fonction f est holomorphe sur O\{—1} et possede un pole
simpleen —1 avec:

1 _ . —ime

Res{f, —1) zzl_i)nj1 (142)f(z) = = e

Pour R > 1, on définit le chemin yg = Cp U I} UTR UIg, ol

1 m3n)y
A,
i

i / 1
- IJ:EE: {:ER::E%‘?‘ Rz“?{—g}}
1
R

- Ig= {Re‘f"e € [Og, 271 ~ GR]}, avec g = arcsin &

Le théoréme des résidus donne donc :

YR > 1, f £(z) dz = 2ime"
TR

Florian LEMONNIER ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion 2 Hitre grafuil uniquetsent.




DEVELOPPEMENTS POUR L/AGREGATION EXTERNE

On va passer a la limite quand R — +-co.

Toutt d"abord :
1-w
1 1
( ) ¢ df| < le“F1 40 < (f)1R~:)O
T — 300
2 (K) |1+§e|91 R
Aussi!
n iRel? 2 R Ri-«
= < ——__df £ 2T ——
ﬂkf&ﬁﬂ \A ﬂmz»mﬂ@%@éw(l+Réed4 .A R“U+R€ﬂd9 ZHR_lR:?&O

f‘/—_- ( )dtf\/ﬁ— ! .

De plus : zydz = ,
€p f;;f() () (L+i+4)

i 14 [_‘1 1
2y - 24 X .
Comme (t+ R) ( P+ 73 exp (1 arctan f) v t*,ona:
1

0\/}?2’1(”(13 ) S ﬂR*‘(t)t“(l T’
- ’]1]0,1 /RLEH (Bf (}—g ) ’ TR+ t)W qui est intégrable.
Par théoreme de convergence dominée, on déduit :

lim f flz)dz = I

R—+ea JIE
AN .
Enfin, de la méme facon, en utilisant le faitque { f— % |~ K™ ona:
R/ Rt

Kim z)dz = —e H™],
R—+oo J I /@ )
Done (1 - gAY [, = 2ime™™, c'est-a-dire :

* singw E

Démonstration du théoréme:
D'apres Je théoréme des z¢Eros isolés, il suffit de prouver I'égalité pourz = & €]0,1(. Soit donc « €]0,1[.

En utilisant le théorame de Fubini, on obtient :

400 +e0 400 pto0
I'(e)I(1—a)= (fo fle dt) (‘/ﬂ s %e™* ds) = /o /; sToEle o dt ds
too oo (N E dt
= PY el gs =
/0 ]{; (s) e ds ;

On réalise le changement de variables donné par le systéme { 3 B S; 1 ot dontle jacobien vaut
- i
11 5 1 v w4+l
det<% _;zg)m—“Fﬁ-—t“i'?— ;

On en déduit donc :
+oo do

T(a)(1 —w) = /*‘” /W”—Ne"”m - f+00*_—1"# T e du do = .
o Jo o+1 Jo v{ot+1)Jo o v{v+1)

T
" sinma

Références

[AM] E. AMAR et . MATHERON — Analyse complexe, Cassini, 2004.

Florian LEMONNIER ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion & tire gratuit unlquement.



PROLONGEMENT DE LA FONCTION I' D’EULER

Référence : ZUILY-QUEFFELEC p.313 pour le Lemme et Objectif Agrégation, exercice 2.10 p. 82 pour la suite

DEFINITION -
La fonction Gamma d’Euler est, définie sur le demi-plan & = {z € C,R(z) > 0} par

+oo
I(z) = [ e M dt
0

LEMME
{Za fonction I est holomorphe sur &2,

Preuve :
Pour 'holomorphie, il suffit d’appliquer le Théoréme d’holomorphie sous le signe intégral & la fonction

(z,t) -5 t;x¥le~t — e(zfl)ln Tt

Seit (X, ¢) un espace mesuré, I{ un ouvert de C et f : U/ x X — C. Posons Vz € C, £(z) :/ Flz, t)dult).
¥

Hi) Pow tout z € U, L — f(z,t) intégrable.
H2) Pour presque tout ¢, z — f(2,t) holomorphe.
H3) Pour tout compact K de i/, 3g € L} X) tq |f(2,t)| € g(t) pour tout 2 € K et pour presque tout ¢.

Alors F' est holomorphe sur U et, Vz € U, ¥n € N, F®)(z) = w3—7(:5,15)d,u(t}.
x U

H1) ¥z € &, trs G710 ost intégrable sur R*
H2) Vt € R, 23 e~ DIMe~ et holomorphe sur &2
H3) Si K est un compact de &2, R(z)} € [¢, M], ot e >0 et!

e(.¢v,~1)1111fe—t| < e(c'ml)lnt — % si0<ig1
) t et ces deux fonetions sont intégrables.

< tM-let sitzl
D’ott ’holomorphie de I

But : montrer qu’il existe une fonction #(z) holomorphe dans {# € C / 2 # —n , n € N} qui coincide
avec la fonction I'(z) pour 2 € &. Ce prolongement sera encore noté I'.

1. Je*] = o)
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THEOREME
I;se prolonge sur €\ Z~ sans zéro et admet des pdles simples en les ~n,n € N.

Preuve :

‘ §3_C" [
Etape 1 : montrons que pour tout z € &, T'(z) = —_ / ¥ leT AL,
L nl(z +n)  Ji

Découpons Pintégrale définissant I' de la fagon suivante :

1 +oo
]."(z):/ tz'le_tdtJr/ t*"lemtdt
0 1

On cherche done & écrire maintenant la premiére intégrale sous forme d’une série. On développe 'expo-

nentielle ;
4o

_ -1)" _
+* L~ ( nta—1
¢ E n! ¢
n=(
1 faut maintenant vérifier que Pon peut bien permuter somme et intégrale avec le théoréme de Fubini
{appliqué & Ja mesure produit de la mesure de Lebesgue et de la mesure de comptage).

Remarquons que pour t > 0, |tz| = \ez It — R Int  R(z)

l
On obtient alors, pour ¢ €]0, 1], Z |t et | = ¢ 12 o R —1gt
n=0 n= 0

Comme R(z) > 0, R(z) — 1 > —1 et la fonction t — 1R~ e est mtegrable2 sur ]0,1].

1 +0°
Ainsi /

On peut done apphquel le théorérne de Fubini et inverser somrmne et intégrale.

- 1} S gl gt < 4oo

+r\'w

. ~1)" = (= 1)“ f - ~1)"
1 1 it tn~f z— ldt — tn+ 1 ot =
_/ ]%ﬁ Z E al z4n

n=U

On obtient bien, pour tout z € &,
(- Tt
= — i t*F e ML
F(z) ?;)n!(ﬁnﬁf] e~td

Foo (_

Ktape 2 ;: Montrons que f : 2+ est méromorphe sur C et que ses pdles sont les entjers négatifs
| g

wricl z—{—n)

ou nuls et sont simples.

On utilise le Théoréme sur les séries de fonetions méromorphes (cf CARTAN powr preuve)

H1) Soit f, des fonctions méromorphes.

H2) Pour tout compact K, 3Ny tel que, pour n 2 Ny, les f, n'ont pas de pbles dans K et

Z fr CVU sur K.
nzNg
Alors Z fyn est méromorphe et on peut dériver la série terme a terme.
T

H1) ¥n € N, la fonction frz = E(%‘%;ﬁ est méromorphe sur C avec pour seul pole {simple) —n.
H2) Soit K un compact de C. It existe N € N tel que K C D(0, Nx). Pour n > N, la fonction f, n'a
pas de pole dans K.
De plus, pour tout z € K, on a |z+n| 2n— [2{ 2 n— Nk.

Par conséquent, pour tout z € K, [fz(2)| € ST et done Z fn CVN sur X
n>> Ny

Done, par théoréme, f est bien une fonction méromorphe sur C dont les pbles (simples) sont les entiers
négatifs.

2. 1l ¢’agit d"me comparaison avec les intégrales de Riemann. On peut dire que ¢’est < et™=)=1 qui est intégrable par Riemann.
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BEtape 3 : On applique le Théoréme d’holomorphic sous le signe intégral pour conchure.

H1) et H2) sont évidentes pour f(z,t) =*"le™.
H3) On utilise la majoration () faite dans la démonstration du Lemme. Et £ ¢* e~ € LI([1, +oof).

+o0
Donc z — / t*—le~tdt est holomorphe sur € tout entier.
1

Alors,
+oo 400
—1)"
Z l( ) +/ tz'—le#tdt
—alle+n)
établit une prolongement méromorphe de la fonetion ' sur C. Le théoréme de prolongement analytique

entratne de plus que c'est le seul prolongement analytique de I' sur Pouvert connexe €\ N.
' B

Notes :

v A T'oral, bla
/ Rappel : Une fonction est méromorphe sur un ouvert I s’il existe un ensemble P de points isolés de I (appelés

pbles de f) tel que f est holomorphe sur L4\ P {et si, en tout point p € P, il existe n ¢ N* et b € C¥ vérifiant

1) 5,
v Rappel : (principe de prolongement analytique) Soit I un ouvert connexe. Si deux fonctions analytiques
coincident sur un sous ensemble D C I ayant un point d’accumulation dans U, alors elles sont égales sur .

& Leonhard EULER (1707 - 1783) est un mathématicien et physicien suisse, qui passa la plus grande partie de
sa vie en Russie ot en Allemagne. Il étail notamment membre de I’Académie royale des sciences de Prusse &
Berlin. 11 fit d’importantes découvertes dans des domaines aussi variés que le calcul infinitésimal et la théorie
des graphes. 1l introduisit également une grande partie de la terminologie et de la notation des mathématiques
modernes, en particulier pour I'analyse mathématique, comme la notion de fonction. 11 est aussi connu pout ses
travaux en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronoinie.
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