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Développement : Point fixe de Brouwer
Léo Bigorgne et Joackim Bernier
Référence :article d’Alexis Monier (lien en bas de la page wikipédia du théoréme de Brouwer).

Théoréme : Notons B := By{0,1) ¢ RN, si f € C%B; B) alors f admet un point fixe.

lemme principal : il n’existe pas de rétraction C' de la boule fermée dans la sphére.
dem : Par 'absurde, soit f € C*(B,8B) telle que f{z) =z pour & € 8B.

Notons pour 0 <t < 1, ¢4(z) == (1 — t)z + tf(2} € B. Et introduisons & > 0 tel que tout 0 <t < o,

t
< — <1
0% |[dflloo— < 1

Alors pour 0 < ¢ < o, ¢, vérifie les propriétés suivantes.
— ¢ est injective,

() — )i 2 (1 - t)w — ] 2] £ (z) — )l
2 (1-t)z -yl ”df”oo

— dgy est inversible sur B3 )
. i
die(z) = (1 - t)(id + T—df ()

Mais || 755 df(2)| < |ldf|lco 1o < 1, done ¢4(z) € GLL(R).

— Par le théoréme d’inversion locale ¢; est un ok d:ﬁeomorphlsme local sur B. A fortiori, ¢; envoie un ouvert
de B sur un ouvert de RV, donc ¢t(B est ouvert et ¢,(B) C B.

— ¢ (B) est fermé relat;wement i B en effet, si

Ty € B, Pi(zy) — y € é,
n—30o0

alors par compacité de la boule unitée fermeée,

H{TLE), dr e B, Tn, — T
100

Par continuité de ¢;, f{z} = y. Par 'absurde si z € 9B, alors 2 = ¢y (z) =y € B ce qui serait contradictoire.
Donc z € B. {c’est umquement iei que Pon utilise l’hyposese de rétraction).

— B étant connexe, chf,(B)
On vient donc de démontrer que pour t assez petit ¢; est un C! difféomorphisme de la boule ouverte dans elle

méme,

On pose

:f det d¢y (z) du.
B

En supposant toujours 0 < ¢ < «, detdgy{z) # 0 et t = detdgy(x) est continue, de plus det dey(z) = detid = 1,
done par le théoréme des valeurs intermidiaires, det degy (z) > 0.
On obtient dene par la formule de changement de variables y = ¢:(x),

Pt = fB 1dy.

Or par n-linéarité du déterminant, P(t) € R,[{]. P étant constant sur un intervalle, il est constant partout.

[ ()|l = 1, done
Vhe RN, < df(z)(h), f(x) >=0.

Autrement dit f(z) € Im(df(x))", donc df(x) n’est pas surjective, ainsi

P(1) = [édEtd¢1($) dx = ]édeta‘f(rc) dr =0,

Mais P(1} = f ldy # 0, ce qui est exclu. [
B




démonstration du théoréme de Brouwer : ( rapide pour avoir le temps)
Par l'absurde on suppose que f n’a pas de point fixe. Donc par compacité de la boule unité et continuité de f,

Zn > 0, if —idlec > 2.
Mais par densité de C1(B; B) dans C°(B; B),
3g € C'(B;B), lg -~ floo <.

Donc ig — id}oo > 1. on vient donc de construire une fonction C* de lo boule dans la boule sans point fize.
On pose alors h(z) lintersection entre |g(x},x) et 08 :

h est une rétraction C! car, h(z) = g{z) + t,@ ol i, est Iunique réel strictement positil, solution de I’équation
polynomiale de dégré 2, |lg{z) + t{x — g{z))||3 = 1, et done t,; peut étre explicité par une fonction réguliére en x.
[

détails pour montrer que t, est réguliére :En notant Q(t) = |ig(z) +t(z - g(z))||3 alors par convexité de la
boule unitée, Q) < 1 pour 0 <t < 1. Donc ) — 1 admet une racine inférieur & 0 et une supérieure & 1. Done si A
est le discriminant, A > 0. Or A est O en x. En écrivant la formule

—g(z).(z — g(a)) + VA

t, =
* |z — g{)]|3

¥

on a bien montré que h est C*.




Développement : Sous variétés en lien avec le rang
Léo Bigorgne et Joackim Bernier
Référence :Rouviére petil guide de colcul différentiel exercice 95,

1 Matrice de rang fixé

Prop : Soit V I'ensemble des matrices de My, (R} de rang r. Alors V est une sous variété de M, (R) de dimension
n? - (n—r)

On note UJ 'ensemble des matrices dont le mineur principal de taille + est non mil.
lemme : X = (é‘ f;) € VNI ot A€ M.(R) si et seulement si 4 € GL.(R} et D = CA™'B.

demo : ¥ = ¥ X € U signifie detA # 0, ce qui équivaut & A € GL.(R). Les r premiéres colonnes de X sont donc
libres, Or X est de rang r donc les colonnes suivantes de X sont combinaisons linéraires des premiéres. Ce qui se

code matriciellement ; B A
M € Mpar(R}, (D) = (0) M

M= A"'B,

D=CM=CA™'B.
" & ¥ Les calculs précédents montrent que I = CA~'B implique que les n — r derniéres lignes sont combinaisons
linéaires des r premiéres et qu’ainsi X est derangr. [J

Et encore puisque A est inversible,

Diaprés le lemme, V N U est le graphe de,

U Qi=GL(R) x My_rp(R) X Myy o(R) =  Myn_(R)
(A,B,C) — D-CA-1B"

Puisque GL{R) est un ouvert de M,{R),  est un ocuvert de R? ot
=rftrn—r)+m—r)r=n’—(n-r)°

¥ est C! car I'inverse est C! sur G L, (R). Enfin I/ est ouvert de M, (R) par continuité du mineur principal de taille
r. Donc V est lisse en tout point ¥V N U, de dimension d. En notant M, la matiice de permutation associée 4 o,
alors puisque tout matrice de rang r a au moins un mineur de taille r non nul,

V=) M7V UM,

oSy,

X — M7'XM, étant linéaire bijective c’est un C* difféomorphisme. Ce qui prouve donc que V est une sous variété
de dimension d.

2 Projecteurs orthogonaux de rang fixé

Prop : L'ensemble des projecteurs orthogonaux sur R® de rang r est une sous variété de 9,(R) de dimension
r{n —r).
demo : Notons P l'ensemble des projecteurs orthogonaux de rang r. Alors par définition P C S,.(R). Montrons

dans un premier temps que P est lisse en J = (‘3 8) de dimension r(r — r).
t
Soit X = (g g ) € PnU. X étant de rang r et dans U/ alors, d’aprés le lemme, A est inversible et

C'=BATVR,

Maig, X étant un projecteur, X2 = X, donc équation qui se réécrit en terme de blocs

A2 4 1BB = A,
BA+CB = B,
€?+ BB =C.




En remplagant C par son expression en fonction de A et B, les deux derniéres équations sont des conséquences de
la premiére :

A*— A4+'BB=0.
Réciproguement il est clair que si X € UN S, (R} vérifie cette derniére équation et l’équation sur C alors X € P.
Donc en notant

& : UNS.R) — S,(R) % Spr(R)
i
(g CB) s (A2~ A+BB,C— BAT1B)

t
alors ®~1({0}) = U 1 P. Mais & est C' par composition et d®(J)( A B Y = (A,C). Done d®(J) est surjec-
B C

tive. Ainsi P est lisse en J de dimension r(n — r). Enfin par le théoréme spectral, tout projecteur orthogonal est
orthosemblable & J donc
rp= |] 'Qi@
QEOL(R)
Puisque M — *QMQ est un diffeormorphime, P est bien une sous variété de dimension r{n — 7).

Remarque @ pour 7 = 1 on vient de réaliser P'espace projectif comme sous variété de Sp(R).




