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Théoréme de Fejér

Frédéric CROZATIER & Morgane LE BoN

Octobre 2016

Référence : Zuily, Quefféiec, Analyse pour Vagrégation, p.84
Recasernent :
- 209 Approximation d'une fonetion par des polyndmes et des polynémes trigonomé-
triques. Exemples ef applications.
- 213 Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
- 240 Produit de convolution, transformation de Fourier. Applications.
- 246 Séries de Fourier. Exemples et applications.

Définition 1. Sotent f € Li_ N > 1. La sorame de Fejér d’indice N de f est Vapplication
définde par :
S + Sy
o) = ST S

On veut démontrer le théoréme suivant -

Théoréme 2 (Fejér). Soit f C Co,, alors pour tout eniier N zlonallon(f)l,. < 1531
ot Jim {low(f) — fllpo = 0.

Avant de commencer, nous avons besoin de quelques proprié¢tés et définitions.
Proposition 3. Soient f & L, etge LE. Alors |f # Il < 1111 gl -

Proposition 4. Le noyau de Dirichlet D N vérifie -
1. & [ Dy(t)yde =1

sin{{ V4 1)z
2 Dty = "

& Sn(f} = f =Dy, pour tout N >0, fe I} .
Proposition 5. Le noyau de Fejér Ky vérifie -
in{Vz/2) 2
- Kivt) =& (L) 20
2. | Ky, -1
3.0 <6 <w = Imnosoo 57 fycppian Kv(@)de =0
4. on{f) = f*Kn, pour tout f & i, N=>1.

Démonstration. Soit N > 1.



1. D’aprés les propriétés du noyau de Dirichlet, on peut écrire -

Nt 1 n-1
k 9 -
NK_N(I) = Z M — 1 Im (Z ez(k—]—%)x

b sin{§) sin(%} =

_ ].m Im ezte“j’” 1 _ lx Im e“gez‘:rg%sm(l\f%)
sin(§) e® —1 sin(Z) '3 2 sin(%)

— Im iNE
si?(z) )

2. Comme Ky >0,

enly = 5 f ()t z / D)t - 1

d’aprés les propriétés du noyau de Dirichlet.
3. Soit § €]0,x]. Si 5 < |z] <, on a sin®(z/2) > sin? 2(5/2).

sin(Nz/2
Adnst Ky(z) = (T?D(Tz%T)) < Wiy o
K(x)d<1/2WK()d< !
- i Wil o Pl )T —
2 f<lzl<n v T 27 g v Nsur(%)

d’ott le régultat.
4. Ceci découle encore une fois des propriétés du noyau de Dirichlet -

N—-1 N1
Now(f) = > Su(f) = Zf*DN:f*(ZDn):
n=0

=0 n=0

ce qui impligie on(f) = f * K.

Preuve du théoréme
Définition 6. Soit f & Cay. Le module de continuité de f est lapplication w - Ry R,
définie par
w(8) = sup{| f{u) — f(v)}; [u—wv] < §}.
Soient ¢ €]0, 7] et w(8) le module de continnité de fend Ona:

low (oo =17 * Enllog < 1 flles 1 EW I, = [1£]],

Soit z € R,
1 2T
f@) —on(f.a) = Fla) - = /g Fa— D (t)ds

=5 [ 1@ e iKp e




d’ot

H@) ~ow(al < 5 [ 5@ - S - 0lEn@d+ o= [ 17(@) = fo - lKn(ndt

lE| <8 S<lt]<n
w(d) 1 ]
<% / Ki(t)dt +2 | fllg 5= / En(9)di
i 5<lii<n

= #/_ZKN&MH%HEE%% / Kp{tydt

F<|t|<r

—o@+2lflass [ Kb
T s<fiisn

Atnsi flon(f) — Flloo < ()12 flloo 2 Socption K (E)dE. Passant & la lim sup, on a d'aprés
la proposition 5 :

tim stip o £) — Flo, < ().
N—=oo

Comme Eir% w{#) = 0, en utilisant la continuité uniforme de f on obtient :
—
limsup flon{f} — filo, <0
N—oo

ie. lim flon(f) = flle =0






Développement : théoréme de Weierstrass
Morgane LE BON et Frédéric CROZATIER

Théaréme : Toute fonction continue f:[a; bl = B — C est limite uniforme sur [a; b] d'une suite de
fonctions polyndmes.

Plan:

1. Introduction d'un espace probabilisé

2. On montre que pour tout x € [0;1], [B, () — f) = 8(g) + % , o0 5{£) est un module de
continuité

3. On mantre gue &(¢) = 0

4, Conclusion
Démonstration :
Soit f une fonction réelle continue sur fintervalle ferme [0; 1].

Pour n e N*, on note B, e palyndme de Bernstein défini par : B, (x) =X, 5 f G) a1 —x)n

1. Soit (), F,P) un espace probabilisé. Seit x €]0; 11,

On considére (£,).ey Une suite de variables aléatoires indépendarites et de méme loi de Bernoulli

de paremeire x.

Or note pour fout n € §: Sp =Ry X et Yy = Sf

Alors la loi de 5 est la loi binomiale B(x, x).

Etona: E(%) = %IE(SR) = x, par linéarité de l'espérance.

x(l X}

Viv,) = %W(Sn) = % V(X)) = , car les X, sont indépendantes.

2. D'abord : B{f (¥,)) = E (f fﬂ)) =30 of (5) X P(Sa =)

- if(k) x4 (LX) = B,(0)

Ainsi pour fout x €]0;1[, ona: ]Bﬂ(x) — FeO| = [E(F)) — FEO| S EGF %) — f(x){)}
Soit £ > 0.
On pose : §(g) = sup{lf () — FOO (x, y)e[0.31%et jx —y[ < ).

Dot : [B,(x) — fl = IE(ILW“_ aeelf (V) — FeN+ E(ly, —xpmel F () — FGOI
< 5} + 2{|f e X P(J¥,, — x| > &}
Or, d'aprés {inégalité de Tchebychev, ona:

_ V(¥,)
P(lyn #xl > 8) = PGYTL - [E(.Yn)} > S} = £2
V(%)  x(l-x) 'L _
Etdeplus, 5= =——"<— carx(l1-x) =L
Donc: |B,(x) — F)| = 8(e) + mlw.
La fonction B, — f étant continue sur [0;1], on a alors :
Hf“oc

SUPyefo1l Bn(x) — )] < 8(2) +




3. Montrons que §{(s) ;‘;G_

La fonction f est continue sur le compact [0; 1], done d'aprés le théoréme de Heine, f est
unifermément continue sur [0;1].

Ce qui s'exprime par le fait que §(c) tend vers O avec ¢,

4. On a montré que pour fout &> 0:0< SUPxeto1)!Balx) — FEO] < 6(6) + ﬂrl% ]

Dot : 0 < limsup, SuUPyeiaa)1Bn (X} — F(x)| < 8¢2) 4}%

Donc pdur’ e—10,0na: limsup, SUPreron) 1B () — FGEN =0 .

Enfin, lim,, supyero431B,(x) — F()] = 6.

Cest-d-dire que la suite des polyndmes de Bernstein (Bdnen+ converge uniformément sur [G:1]
vers la fonction f.

On vient done de montrer que toute fonction continue sur [0; 1] est limite uniforme de fonctions
polyndmes sur [0;1].

On en déduif par changement de variable affine le théoréme de Weierstrass ( si f: [o,B] = C est
continue, on se raméne & [Q ;1] en considérant g&x) = fla+F—a)o).

Reférence : Jean-Yves Ouvrard « Probabilités 1 : capes-agrégation » (exercice 5.6 page 162)




