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Théoréeme de Weierstrass

Paul Alphonse - Alexandre Bailleul

Réf : {ZQ] C. Zuily, H. Quefiélec, Analyse pour U'agrégation, p.518-519 {et p.114-
115)

Théoréme 1 Soit f : [0,1] = C continue. On lui associe ses polyndmes de Bern-
stein définis pour tout n > 1 por

— = (1 ktq _ n—k E
Bn—g(k)X (1-X) f(n)
Alors pour toutn > 1,

1~ Bilko < 30 ().

ol w est le module de continuité uniforme de f1. De plus, cette estimation est
optimale.

Démonstration. Commencons par fixer un z € [0,1]. On considére une suite (Xo)n
de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de paramétre . Pour n 2> 1 on

notera

n
Sp = Z KX
k=0
Remarquons que 'on a, pour 7 2 1,
]E(Sn) = ’J’LZ’E,

Var(S,) = na(l - z),

L (8) -0 (l) 2o

1. Pour tout k € [0,1], w(h) = sup (|f (z) — f(3)]). Celui-ci tend vers 0 en 0 par uniforme
[e—y]<h

et

continuité de f (théordme de Heine).



Soit n > 1. Par le constat précédent on peut écrire
1£@) = Bu(@)] = [E (#62) - 1 (22))]
<x(fo-1(3))

<8 (u(lo- ).

a’; —
On aura besoin du lemme suivant :

n

Lemme 1 Pour tous A\, h € [0,1], on a w(Ah) < () + Lw(h).
Démonstration. La fonction w est croissante. En effet, si b < &’ alors
(/@) = f@)s |z — 9l < h} C{[f(2) = F), le — ) < 1)
d’ott w(h) < w(h’).
Ensuite, celle-ci est sous-additive :

Soient £, et 25 dans [0, 1] tels que t; +45 € [0, 1]. Soient w et v dans [0, 1] tels que
|u—v] < 41+ et w < v, et soit w dans [0, 1] tel que |u —w| < ¢, et fv ~w| <t,.
(On peut prendre w = u +#; par exemple)

Alors on a
[f () ~ f)] < |f(u) = f(w)] + | f(w) — f(v)]
S wts) + w(ts)

d’ott w(t; +t2) < w(ty) + w(fz) en passant 4 la borne supérieure,
On en déduit par une récurrence immédiate quesin € Net h € [0, 1] sont tels que
nh € [0,1] alors w(nh) < nw(h).

Soit donc A et £ dans [0,1]. Comme [A] < A< |A] + 1 on obtient

w(Ah) < w(([A] +1)k)
< (LA + Dw(h)
< (A + Dw(h).

Par le lemme on a

o




Ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz |-/} < ||.|l2 comme on a une
mesure de probabilité), on obtient

(&) — Bale)| < w (%) B (vie -3 +1)

() o mlp-1)

\/ﬁ
2)'

1
<w (_,_) (1 ++v/n
De plus, IE(-S;?) = x donc Hw — %1”2 n'est autre que la racine carrée de la

I

Sn
7 — —
n

NGO

variance de 52, qui vaut ;Var(Sn) = Hna(l —z) = ”—(lﬁ"iﬁ

On a done

/(@) — Ba(@)] <w (—}) (1++/o ).

Or le polynéme X(1 — X) admet son maximum sur [0,1] en 1 (simple étude de
fonetion), ce maximum valant %. Finalement,

o)~ B < 3o ().

et la majoration étant uniforme, on a bien
3 1
Hf - Bn”oo § '2"0) (%) .

Pour montrer que cette estimation est optimale, on va exhiber une fonction f
telle que pour tout n 2 1,

i
1f = Bulloo = Cw (%)

oll €' est une constante strictement positive.

On considére la fonction f : z+— (2 — él, continue sur [0,1] et dont le module
de continuité uniforme vérifie V& € [0, 1], w(k) > h (seconde inégalité triangulaire).



En gardant les mémes notations que précédemment, pour z = % etn>1,ona

= Ballo 2|7 (3) -5 (3)]

-a(i-(3))

1
= - B(125,  n)
~—~1—||5 + ot gll
= mn 1 nlkls

ol pour tout 7 € {1,...,n}, & == 2X; — 1 est une variable aléacire de Rademacher.
On va montrer que |leg + - + &, = \/g 2 ce qui prouvera que

/= Balle > 5720 (%)

et terminera la preuve.

71

Posons f =gy ++ +en et g= [] (1+z’—j%~).0na

j=1

o ﬁ( S\ 1 (1+9) " < Lo (1) = ve

g| = ]»{»@:-—w—u) = (l-l———) < exp(w) = /e
=1 e =1 n jesl n

car pour tout j € {1,..,n}, e =1 ¢t Vo € R, 1+ = < exp(z).

De plus,

(o)l = 3% ( (e %))l

=;; ng(Hi%) x]E(sj—l-%)
VA

car les g, sont centrées et indépendantes.
Finalement, on a /7 = |E(fg}} <||fllillglleo < el fl1, d'ott le résultat. [}

2. Cette inégalité est appelée inégalité de Khintchine.

4
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Densité des polyndmes orthogonaux

Lecons: 202, 204, 209, 213, 239, 240, 241, 245,

Références:

Vincent Beck - Jérdme Malick - Gabriel Peyré,
Objectif Agrégation - p.140,
H&K - Deuxiéme édition - 2005

Jacques Faraut,
Caleul intégral - p.164,
EDP Sciences - 2006.

Le développement
Soit I un intervalle de R et p une fonction poids. On suppose qu'il existe a > 0 tel que

/;e“""p(x) dx < oo.

Théoréme,
Les polynomes orthagonaux associés 4 p forment utie base hilbertienne de 12(1,p).
Démonstration,
Considérons la fonction

R — R

P fx)p{x) sixel
X b
0 sinon

Etant donné que

Ve e 1 [fle() < 5 (1+1CF) o),

la fonclion ¢ est 8lément de L' (R). On peut donc lui associer sa transformée de Fourier & associée
au poids p. Montrons que @ se prolonge en une fonction holomorphe sur

By = {z € C:|Im(z)| < a/2}.

Pour cela on considere la fonction
BaxI = C
5 o e
Alors :
1. Pour tout z € By, la fonction x — g(z, x) est mesurable.
2. Pour presque tout x € 1, la fonction z —» ¢(z, x) est holomorphe sur By.

3. Pourtout z € B,
lg(z,2)| < ¥2[7(x)|p(x),

la fonction dominatrice étant intégrable sur I par inégalité de Holder.

Les trois points précédents montrent que la fonction
B, — C

z v ]Ig(z,x)

est holomorphe sur Bg. De plus, elle coincide avec P sur R.

F:

Alexandre Bailieul 1 Paul Alphonse
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Soit & présent f € L?(I, p) orthogonale & tous les monémes. D’apres le théoréme d’holomorphie
sous le signe intégral, il vient

Vi € N: FO(0) = (—i)" f}x”f(x)p(x) dx=0

et comme F est holomorphe, elle est nulle sur un voisinage de 0. B, est connexe donc d'aprés le
principe des zéros isolés, F est identiquement nulle sur B,. En particulier, § est nulle. Comme ¢
est intégrable, I'injectivité de Ia transformée de Fourier sur L} (I, p} montre que ¢ est nulle. p étant
une fonction strictement positive, il s'ensuit que f est nulle presque partout sur I.

Iaprés la caractérisation des parties denses dans les espaces de Hilbert, il s'ensuit que I'ensemble
des polynémes orthogonaux est dense dans L2(I, p). En effet, une fonction orthogonale  tous les
polyndme orthogonaux est orthogonale a tous les monémes. O

Résultats 4 avoir en poche
Lorsque 'intervalle I est borné, la démonstration est plus facile gréce au théoréme de Weierstrass.

Considérons I =0, 0o/ et la fonction poids p : x — x~In% Montrons que dans ca cas, les poly-
nomes orthogonaux ne forment pas une base hilbertienne de L?(I, p). Considérons pour cela la

fonction
I — R

" x = sin{2wlnx)

Soit n un entier naturel. Alots via deux changements de variable :
(f, x"y = f}:r" sin(27r Inx)x~ % dx

= ‘[R VY sin(2my)eY dy

2
_ 124 _f{,_nt 1) -
=e [R exp ( (y 3 sin{2ny)} dy

= (~1)"+1e("+1)2/4[Rsin(?_m)e“’z dt

=0

ainsi, f est une fonction non nuile orthogonale & tous les mondmes, ce qui fournit le résultat.
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Equation de la chaleur

Legons: 201,209,222, 228, 241, 246.

Référence:

Hervé Queffélec - Claude Zuily,
Analyse pour l'agrégation - p.105,
Dunod - 48me édition - 2013.

Le développement
Dans ce développement, on se propose de résoudre I'équation de la chaleur a l'aide des séries de
Fourier.

Soient L un réel non nul et Q =)0, L[x]0, oo[. Considérons le probléme

(ueC(Q) e Q) (1)
ou a%u
—=(tx)—==E2) =0 {tx)ed (2)
(EC): { 9t ()~ 3
u(0,t) =u{l,t)=0 te (0,00 (3)
1(x,0) = h(x) xe{0,L] (4)
ot /1 est une fonction de classe C* sur [0, L] vérifiant #(0) = h(L}) = 0, admet une solution.

Théoréme.
Le problewme (EC) admet une solution.

Démonstration.
Soit hy Ia fonction définie sur [-L, L] par

’ _ h(x) six € [01 L]
1 _{ —h(=x) sixe[-L0l

Comme h{0) = 0, il s’ensuit que la fonction h est de classe C! sur {—L, L}. Considérons & présent
H la fonction 2L-périodique sur R qui coincide avec Ity sur [—L, L]. étant donné que k(L) = 0, H
est continue sur R et C? par morceaux. Alors la série de Fourier de H converge uniformément et

absolument sur R vers H. H est une fonction impaire done
& ner
VxeR:H(x) = Y bysin{—x
X, tnsin (%)
avec 5
. /nw
by = 7 j;Lh(x) sin (Tx) dx
et la série ¥ by converge absolument. Ainsi, la fonction

Qg = R
. {x, t) - ’gl by, sin (%ﬂx) exp (—— (%75)2 t)

est continue d’apres le théoréme de continuité sous le signe somme. Montrons qu’elle est de classe
C® sur (. On pose pour cela pour tout entier naturel nonnul n

7 - 8
Uy : (:r, t) — by sin (z%rx) exp (— (n—;)z f) .

Alors:
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1. Les fonctions 1, sont toutes de classe C® sur Q.
2. Soit |, 00[C]0, co[. Alors les dérivées partielles d’ordre k des u, sont majorées sur 10, L[x[e, oof

par un terme de la forme
nmy?
Ck[b"|n2k exp ('— (T) E)

qui est le terme générale d'une série convergente étant donné que la suite de terme générale
n? exp (H (l’L"i)2 E) est bornée et la série ¥ b, converge absolument.

D'aprs le théoréme de dérivation pour les intégrales & parametres,  est bien de classe C*® sur .

Pour terminer, il ne reste plus qu’a montrer que # est solution de notre probléme. Dans le point
précédent, on a montré que u satisfait (1). De maniere immédiate, il vient que

au o%u
* id —_—n =
vn e N*,¥(t,x) €Q: gy (%) 0 (Lx)=0

et donc d'apres le théoréme de dérivation pour les intégrales & parametres, 1 vérifie (2). Enfin,
pour tous f réel strictement positif et x élément de [0,L]:

w(0,4) = "é by sin{0) exp (- (%)2 t) = )05 by sin(n7) exp (— (yg)%) = u(L,t) =0,

n=1
) nm
u(x,0) = E by sin (—~x) = h(x),
n=1 L

donc # satisfait les points (3) et (4), ce qui acheve la démonstration. O

Lemme (Principe du maximum pour I'¢quation de la chaleur),
Soit u € C(Q) NC3(Q) telle gue

2
V(r,t) € Q: %Egi(:,x) - %—‘tf(t,x) >0,

Soient T > 0et K= [0,L] N[0, T}. Alors :

sup u(x, )= sup u(x1).

(x4)eX (x.)eKnsQ
Démonstration.
Considérons l'opérateur différentiel
2 9
P=c5—5-
ox2 o

Soient & > Oetu, : (x,8) = u(x, ) + ex? qui vérifie Pug > 2¢ sur Q. Soit m, = (x¢, £¢) un point de
K o 1, atteint son maximum sur K. Supposons par "absurde de ¢ n’appartienne pas 4 KN d(J.
Alors:

ot u

f
0<x <L dong Sy me) =10 et 32 {m,) <0,
IR . ug (e, be = ) — (e, te)
< -t = .
0<f =T done at (ms) h——)lon:r;xd ( —h 20

1l en résulte que Pu.(m,) < 0 ce qui contredit Pu,(m,) > 2e. Ainsi, m; € KN3Q puis:

sup u(x,1) < sup ue(x )= sup w(xf) < sup u(x, £) + L2,
{x4)eK (xt)EK (x,t)eKneQ (x,t)eKnaQ

Tl suffit alors de faire tendre € vers O pour conclure, O

Théordme.
Le probieme (EC) admet une unigue soluion.
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Résultats 4 avoir en poche

Pour intuiter la solution du probléme, on commence par chercher des solutions & variables sépa-
rées. Cette méthode se généralise & d’autres EDP comme 'équation des ondes ou I'équation de

Laplace par exemple.
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