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Théoréme 1 (LEMME DE MORSE). Soit f : R® — R une fonction de classe C*°, nulle en
0, telle que dfy = 0. On suppose de plus que D?*f(0) est inversible.

Alors il existe un C®-difféomorphisme ¢ = (@1, .., ¢y) défint sur un voisinage W de 0, et un
entier v tels que :

Vo € W, f(z) = [pr(@)f + -+ + [er(@))” — [pra(@)]” — - — [pn(@)]’

Résultats préliminaires :

Lemme 1 (LEMME D’HADAMARD (admis)). Soit f : R® — R une fonction de classe C*,
telle que f(0) = dfy = 0.
On peut alors écrire :

f(ml,...,mn)= Z :C‘ia:jhi,j(xl)"':xn)

1<4,44n

Lemme 2. On note S Uensemble des matrices symétriques de M, (R) et on fize A € S inver-

sible.
Il eziste alors un voisinage ouvert V de A dans 8 et une application g : V. — GL,(R) de classe
C® telle que pour tout B € V, 'g(B}Dg(B) = B, ot D est une matrice diagonale dont les

coefficients diagonauz sont égauz @ 1 ou —1.

Démonstration 1 (lemme 2). Soit F' = {U € M,(R)|'UA = AU}. On peut commencer par
dire que §) = FﬂGLn(R) est un ouvert de F'.

On pose p : U € Q= tUAU € 8. ¢ est C*° car polynomiale en les coefficients de U. Comme
I, € Q, on calcule dpy, : soit H e F tel que I, + H € QQ,

dor, (H) = o(In + H) — o(In) = 2AH

dr, est injective : soit H € Ker(dyy, ), on a AH =0 donc H =0 car A inversible.

dipy, est surjective : soit S € S, alors on pose H = lA_IS et on obtient dpr (H) = S.
D’aprés le théoréme d’inversion locale, ¢ est donc un C®-difféomorphisme local en I,. 1l eziste
donc un voisinage ouvert W de I, dans Q et un voisinage owvert V de w(I,) = A dans S tel
que @ soit un C*-difféomorphisme de W sur V.

Soit h son inverse. h est C* et pour tout B € V, o(h(B)) = *h(B)Ah(B) = B.

On rappelle que X — *X AX est une forme quadratique de signeture (p,q) avec p+ ¢ =n car
A est inversible. Donc il existe P € GL,(R) tel que A = *PDP avec D la matrice diagonale

qui respecte la signature (p,q).
Lapplication g : V — GL,(R) telle que g(B) = Ph(B) est C*° et pour tout B€ V :

t9(B)Dg(B) = *(Ph(B))D{(Ph(B)) = ‘h(B)Ah(B) = B



Démonstration du lemme de Morse :
D’aprés le lemme 1, on peut trouver n® fonctions hij : R® — R de classe C™ telles que :

Ve R"®, flz)= Zwimjhiﬂ-(a:)
N

On pose pour tout (4,7) : a;;(z) = 3[hi () + hy:(2)], et pour tout = : A(z) = (a;;(2))1<i j<n-
On note (r,n — r) la signature de la forme quadratique : X € R® — ' X A(0)X.

On peut remarquer que pour tout X € R"? A(X) est symétrique et f(X) = {XA(X)X. De
plus, A(0) = D2f(0) et est donc inversible,

On peut donc appliquer le lemme 2 & la matrice A(0) : il existe une un voisinage ouvert V de
A(0) dans 8 et une fonction g : V — GL,(R) de classe C* telle que ‘g(B)Dg(B) = B pour
tout B € V, ol D est la matrice diagonale dont les r premiers éléments diagonaux sont égaux

4 1 et les n — r derniers égaux a -1.
Comme X — A(X) est continue, il existe un voisinage W de 0 dans R™ tel que A(X) € V pour
tout X € W. On a donc A(X) = *g[A(z)]Dg[A(z)) pour tout X € W, et on en déduit :

VX eW, f(X)='XAX)X="p(X)Dp(X)

ot p(X) = g[A(X)]X.
En notant ¢1(X),. .., ¢n(X) les coordonnées de ¢(X), ceci s’écrit aussi :

VX eW, fX)=eX)*+ + (X = or(X) =+ — u(X)?

Ce n’est pas tout & fait fini : on a dyy = g{A(0)] € GL,(R), donc quitte & restreindre W, on
peut supposer (d’aprés le théoréme d’inversion locale) que @ est un C*-difféomorphisme de W
sur (). On a bien siir ¢(0) = g[A(0)]0 = 0.



Théoréme 1. Soit K un compact non vide de R™. Il existe un unique ellipsoide centré en 0 de
volume minimal contenant K,

Lemme 1. Soient A et B deuz matrices symétriques réelles définies positives, a et b deuz réels
positifs tels que a +b =1, alors :

det(aA + bB) > det(A)* det(B)"

(avec inégalité stricte sia %0 ou 1).

Démonstration : On munit R* de sa structure euclidienne usuelle.

Comme nous venons de le dire en préambule, un ellipsoideplein centré en 0 de R® a une
équation du type g(z) < 1, ot ¢ est une forme quadratique définie positive, On notera Q
(respectivement @4, respectivement Q)4 ) I'ensemble des formes quadratiques (respectivement
définies, respectivement définies positives) de R™ et pour ¢ € Q,4, on pose &, = {z € R* g(z) <

1},

Commengons par calculer le volume V; de &,. Il existe une base orthonormale B = (ey, . .., €,)

n
dans laquelle ¢ s’écrit g(z) = a;z2, On obtient :
1

i=1
Vq=/...f dey ... dzy
a1z} -+ tans2 1

t:
On considére le changement de variables défini par z; = —— (c’est bien un C L_difféomorphisme),

a;

1
dont le jacobien est — On observe que si S est la matrice de g dans une base ortho-
ay...qn

normale quelconque de R™, il existe P € O,(R) telle que § = PDiag(ay, . ..,a,) *P. On a donc
det S = det Diag(ay,...,a,) = ay ...a,. Ce déterminant ne dépend donc pas de la base ortho-
normale de R" choisie. Notons-le D(g). Le chanquement de variables dans I'intégrale multiple

donne :
V:/ / dey...dz, Vo
7 :cf+"-+x%€1 SthD(Q) D(g)

ot Vg est le volume de la boule unité pour la norme euclidienne canonique.

Le probléme peut donc se reformuler ainsi : il s’agit de montrer que si X est un compact non
vide de R", il existe une unique forme quadratique g € Q4+ telle que D(g) soit maximal et que
pour tout z € K, ¢(z) < 1.

On munit l'espace @ de la norme N définie par : N(¢) = sup |g(z)|. 1l est alors naturel de
flzll<t

considérer 'ensemble : :
A=1{q€Qs,Vz € K,q(z) < 1)

puis de chercher 4 maximiser D sur ce domaine. Montrons que 4 est un compact convexe non

vide de Q).
e A est convexe :
soient g et ¢’ dans A et A € [0,1]. Pour tout z € R™ :

(Ag+ (1= M) (=) = Ag(z) + (1 = N)g'(z) 2 0
et Ag+ (1 — A)¢' est une forme quadratique positive. De plus, si z € K :
Mg+ (1 =NgMz) < Mglz) + (1 =N (z) S A+1-A=1
ce qui entraine Ag+ (1 — A)¢’ € A,




o A est fermé :
Soit (gn)nen une suite de A convergente dans () vers q. On a alors, pour tout * € R" :
l(z) — ga(®)] < N(g — ga)lle], done lim gu(z) = g(=). On en déduit que ;

Vz € R, g(x) = lim go(z) < OetVz € K, q(z) = ,}im g(z) 21
00 — 00
donc g € A.

o A est borné :
Comme K est d’intérieur non vide, il existe a € K et r > 0 tel que B(a,r) C K. Soit g € A.

Si ||z|] < 7, alors @ + 2 € K donc ¢(a+ =) < 1. D’autre part, on a g(—a) = qla) < 1.
Par l’lnegahte de Minkowski, on obtient :

V@) = Vi@ + a—a) < Valz +a) + a(—a) <2

1 4 4
done g(x) < 4. St [Jzf] € 1, lg{z)| = a(z) < -ﬁq(m) < = 5 ¢@ qui montre que N(g) < <5

s A est non vide :
Puisque K est compact, il est borné : soit M > tel que pour tout z € K, [lz]| < M. Alors si

|| IP

q est définie par g(z) = , on a, pour tout z € K : g{z) < 1.

Bilan : A est un compact convexe non vide de Q.
L’application déterminant est continue donc ¢ — D(q) est continue sur le compact A. Elle

Il ||2

atteint donc son maximum sur A, en go. Comme A contient z — qui est définie positive,

on a D(q) > 0 donc go € Q44
Nous venons done de prouver qu’il existe un ellipsoide &£, de volume minimal contenant K.

11 restea prouver que cet ellipsoide est unique, i.e. que go est unique.
Supposons qu'il existe ¢ € A tel que D{g) = D(qo) et g # go. Soient S et So les matrices de ¢

et go dans la base canonique de R*. Comme A est convexe, §(q + gp) appartient & A et d’aprés

le lemme, on a :
1
D(a(q + go)) = det( (S + Sp)) > (det S)%(det S)? > det Sy = D(go)
ce qui contredit la maximalité de D{go).

Conclusion : il existe un unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal contenant K.



