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Lemme de Morse

Joubaud Maud et Jochault Bastien
25 Mars 2015

Lemme de Morse : Soit f: U CR* — R 3, avec 0 € U ouvert. On
suppose que Df(0) =0 et D f>(0) est de signature (p,n — p).
Alors il existe ¢ : x — @(x) = u enire deus voisinages V et W de 0 dans R",
C tel que $(0) =0et Ve €V flw) - f(0) = 320, i~ 2o\, p0 i 00 1 = g(x).

On utilisera le lemme suivant :

Lemme : Soit S l'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n. Soit
Ag € 8 inversible et ¢ : Mp(R) — § avec VM € My(R) ¢(M)= MTA M.
Alors il existe V C S voisinage de Ap et ¥ : V — GL,(R) de classe C! tel
que : YA € VA = (AT Appp(A), c’est @ dire que toute forme quadratique
assez proche de la forme quadratique non dégénérée A est éguivalente & Ay "de
maniére C1 1,

Preuve du lemme : Soit 7 application de M,(R) dans § définie par 7(M) =
MTAoM. '

On cherche 4 déterminer le noyau de Dv(I), ont T est la matrice identité,

On a, pour tout H € M, (R) :

I+ H)—7{Iy=(I+H)TAo(I + H) — Ag = HT Ap + AoH + HT Ao H

Ainsi Dr(I).H = HT Ag + AoH.

D'ofl, comme Ag est symétrique D7(I).H = 0 <==> AgH antisymétrique,

Notons F = {M € M,(R) | AM = (AM)7}, on a clairement F supplémentaire
de KerDv(I} dans My(R).

Comme Ag est symétrique on a J € F. On note 7 : F — § la restriction de
74 F.On aalors DF(I) : ' — S ot F et § de méme dimension finie (par le
théoréme du rang sur D7 (I)).

De plus, KerD7(I) = KerDr(I) N F = {0}, D7(I) est donc injective, et par
conséquent bijective par un argument de dimension.

On a alors :
— F:F —3 8SC ol Mu(R) et S sont deux Banach et F ouvert de M,(R) .
— D7(I) est un isomorphisme bicontinu ( application linéaire de dimension
finie).
Par le Théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U/ de I (on
peut supposer I/ € GL,(R)) tel qUe 7 soit un Cl-diffeomorphisme de U7 sur



V = #(U). Ainsi, V est un voisinage de #(I) = 7(I) = Ao, et I'application 7~!

fournit le difféomorphisme voulu.

O

Preuve du Lemme de Morse : f étant C° on peut écrire, par La formule de
Taylor avec reste intégral A l'ordre 1 au voisinage de 0 :

1
f(@) = J(0) + DF(0)(x) + f (1 - O)D? f(tw)(x)dt

= (0) + [ (1 - D% (tw) ) dt
— 1(0) + 57 Q)

ot Q(z) = fy (1 — t)D? f{tz)dt.

On a Q(0) = f, (1 — t)D?f(0)dt = 1D?£(0), ce qui assure que Q(0) est syme-
trique inversible (en effet D?f(0) non-dégénérée), avec @ C* (car f C3).

Par le lemme il existe un voisinage V' et une application ¥ de classe C* sur
Q(V) & valeurs dans Gi,(IR) telle que :

Ve e V! Q) = (0 Q)" Q0) (% o Q(z))

On note dans la suite M =0 @,

On a Q(0) de signature {p,n — p).

Par conséquent, en utilisant le théoréme des réduction des formes quadratiques
sur R, il existe P € GL, (R)) telle que :

Vu e R* wTPTQO)Pu=ui+ . +ui—ul, — .. ~u}

On peut finalement écrire :

Ve e V' f(z)— f(0) = (P~ M(z)=)T PTQ(O)P(P~* M (z)z)
=t bl -l
avec u = P~ M (). La fonction ¢ : &+ P~LM (z)z est C* et vérifie ¢(0) = 0,
Pour montrer que cette application est un C'-difféomorphisme entre deux voi-
sinages de 0, on utilise le théoréme &’inversion locale, il faut donc montrer que
D¢(0) = P~1M(0) est inversible :

Yhe V' ¢(h) — ¢(0) = P M(h).A
= P M (k) — M(0)).h + P M(0).h

Or P~Y(M{(h) — M(0)).h tend vers 0 quand h tend vers 0. D'ot D¢(0) =
P~1M(0) inversible, ce qui conclut la démonstration.



Références

{1] Francois Rouvidre, Petit guide de caleul différentiel : A l'usage de la
licence et de l'agrégation, CASSINI : exercice 66 et 114.






Ellispoide de John-Loewner

Joubaud Maud et Jochault Bastien
25 Mars 2015

Théoréme : Soit K un compact d’intérérieur non vide de R". Alors il existe
un unique ellispoide centré en 0 de volume minimal contenant K.

On commencera par montrer le lemme suivant :

Lemme : Soient A,B dans S}t Pensemble des matrices symétriques réelles
définies positives, sotent o, B € R tels que a + § = 1. Alors det(aA + 8B) =
(det A)*(det B)?. De plus si o €]0,1] et A # B Vinégalité est stricte.

Preuve du lemme : Par le théoréme de réduction simultanée, il existe P €
GLn(R) et D =diag(A1,...,An) telles que A = PPT, B = PDPT et Vi ¢
{1,..,n}A; > 0 (car B inversible). On a det{a A+ (1 —a)B) = (det P)? det(al, +
(1 —)D) et (det A)*(det B)!™® = (det P)*(det 2)1~*; on est donc ramené au
cas A=I,et B=D.

Ona:

- det(ee, + {1 —a)D) =% (a + {1 — o))

~ (detD)1=e =TTE  A1—e
Par convexité du logarithme on a, pour tout ¢, In{a+ (1 —a)A;) 2 aln{1) +(1—
a)In(A) = (L—a)In(A). Dot o0, In(a+ (1~ a)As) 2 o5 (1 —a) In(Ag), et
en passant & exponentielle A Pinégalité voulue. Si o €]0,1] et A # B; amprS
p, un des A; est différent de 1 et par stricte concavité du logarithme P'inégalité
est stricte,

O

Preuve du théoréme ! Prouvons d’abord Pexistence de cet ellipsoide.

Un ellipsoide est défini par {z € B"|q(z} < 1} ol ¢ est une forme quadratique dé-
finie positive. On notera @ 'ensemble des formes quadratiques, @1 'ensembles
des formes quadratiques positives et Q% l’ensemble des formes quadratiques
définies positives. On note &, = {& € R”*|g{x) < 1} Pellipsoide associée.

Dans une base orthonormée adaptée, ¢ ’6crit g(z) = Y1, a;z7 avec a; > (. Le
volume de £, est donnée par :

Vol(&,) = IE?m a1 dzy...dzy,

On pose le changement de variable y; = \/ajx;, de jacobien \/ﬁ Si on note

D(g)=ay...a,, on a alors :




N 1 - %
VO{(EQ) - fZ?:l y‘?gl D(q)dyl"'dyn m
unité de R®.

Minimiser le volume revient donc 2 maximiser D{q) pour ¢ € Q@+ tel que
vz e K g{z) <1,

avec Vy le volume de la boule

On va d’abord maximiser D(g) sur Yensemble plus grand A = {qg € Q*|Vz €
K, ¢{z) < 1}. On munit Q de la norme N(g) = supj <1 lg(=)[. On va montrer
que A est un compact convexe et non vide de ¢. Comme €} est un R-espace
normé de dimension finie, on montrera que .4 est fermé et borné pour prouver
qu’il est compact.

Convexe : Soit ¢,§ € Aet t€[0,1]. Ve € R? (tg+ (1 —t)§)(®) = tq(z) + (1~
£)i{x} 2 0.

Of 33: €K (tg+(1-8)§)z) = tg{z) + (1 — £)d(x) < £+ (L — ¢t} = 1 donc
tg+(1-—-t}ge A

Fermé : Soit (gn)n € AV 0l (gs)a converge vers ¢ € Q.
Pour tout z € R", on a ||¢{z) ~ ¢.(x)|| € N{g—gn)||z| donc (gn(z))n tend vers
g(x). En particulier, ¢(z) = limgn(z} > 0, et si ¢ € K, g(z) = limgn(z) < 1.

Borné : Comme K est d’intérieur non vide, pour a € K il existe v > 0 tel
que Ba,r) C K.

Soit g € A, pour tout z tel que ||z|| £ r,ona a4« € K et donc g(z +a) < 1.
De plus ¢{—a) = g(a) < 1, donc, par I'inégalité de Minkowski :

V(@) = alz +a—a) < Velz +a) +v/-a <2

On a donc g¢(z) < 4. Prenons maintenant = tel que ||z| < 1, on a alors
o(w) = Rolra) < &.

Finalement on a N{g) € % donc A est borné.

Non-vide : Notons que /¢ est borné en tant que compact. Soit M tel que
Vre K|z| < M.

Ll i
On pose alors q;(z) = “5-, on a clairement ¢; € A

Comme D est continue sur le compact non-vide A il atteint un maximum en go.
On a alors D(go) > D(g1) > 0 donc goest définie positive. D'ot Pellipsoide &y,
convient.,

Montrons maintenant I'unicité de cet ellipsoide.

Supposons par ’absurde qu’il existe une forme quadratique défi,ie positive g # go
tel que D{q) = D{go). Soit S et Sy les matrices symétriques définies positives
représentant respectivement g et go dans une base orthonormée. Par convexité
de A on a 3(g-+ o) € A, done, par le lemme :

D(3(g+ go)) = det(2(S + o)) > (det Sp)2 (det S)3 = det So = D(go), ce qui



contredit le caractére maximal de D{g).

Références
[1] Francinou - Gianella - Nicolas, Orauz X-ENS, algébre 8, 3-31 et 3-37







