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Chapitre 10

SO3(R) est simple

Références + Caldern, Germoni, Histoires hidonistes de groupes ol de géomitrie, p237

Legons ¢+ 103, 168

One va connmencer par pronver quelques propristés sur SO, {B) gque Fon wtilisera dans In snite PO profver

fa stmplicité de SO3(R). On conelura sur Péventuedle simplicitd des antres groupes spécians orthoponais,

-
;
g S0, (B) est compacet ef connexe {par arcs). ;
¥ e
| |
i :

Démonstrution, 1) Ou pose Papplication ¢ qni & M e M, (E) associe "M M. Ele ost contimte car cluemse des
o
vomposanies osloun polyndme en fes coellicients de i nntrier en entrée. Done SOLE) = o 1.} A det{1} est

forme,

Dantre part, on prend la norme lide au produil seadaive {4, B) = Te(* ALY siur Pespuee des matrices ot on
vemargue que JA] = /1A = /n pour M € SO, {(E). Done 80, (R) est borné (pour foute nonme car
chos sont dguivalites),

Clomme on est en dimension finie, SO, (B) est compact,

2} Continnons avee Ia connexité, Soit M e SOLIR), on va erder un chemin contim liant M & £, Ainsi on
pourea relier denx matrices par un chemin continn en passant. par Pidentité.
Le théoréme de réduetion donne Pexistence d’une matrice P € O, f2) ielle que

I
e () - sin(0)
o= Hy P aver fin o | E98 —sin(0
M =1 ' i I avee Ry (sili(()') caos(0} J
Ry,
I8

( Iy \

On pose adors powr £ € [0, 1], N(f) = Ity -
h)”’i
\ Hip, )

Alnsi ~(f) = PN({()'P est une application continne de [0, 1} daus SO, (2 qui relic A 4 7,,.

On pent madntenant, pronver le théordme suivant,

~{T'héoréme;

ER——

SO (E) est wn groupe siwple,




CHAPITRE 10 SO4(R) EST SIMPLE

Démonstiativn. Soit H < SO4(2) nen trivial, il sous Gut montrer que 11 = SO4(R). Or les retourneisents
eugendront SO(EY . Do phis, ils sont conjugués dans SOz() {done Pensernble des tetowmmements est siabie
par antomorphisime iatérienr). On en dédait que si 2 contient wn retonrnenient., comne i} est distingud, i des

conticnt tout ot doue £ = SO, ().

o Ponrgnoi les relouriements sout-ils conjiguts?
notent et e denx retournetnents de droftes respectives D ef I On pose d et & denx voetours wii aires
cugendrant chacun four droite associée. On peut ensuite trouver wne base orthonormée de DL (ey.e2) (o1
de meme an peut trouver {ef, ¢h) base de DY) Finaloment on obtiont deux bases orthonormdes {d, ey, ) @
(') eh). L umtrice de passage do Uane & Pautre est dene orthogonale. Quitte & poser d = —~d, on a une

matrice de passage de déterninnt 1, done daus SOy(2).

o Pourguoi 1 contiont-it nn reftournement ?

Suit he M onon wivial, ou pose ¢ H0a(R) _u’ H‘ bl
g = Ae{ghy )

o{14) = 3 done 3 € Imln),

SOL(ER) est connexe done é{SOL{E)) est un hervalle contenant 3,

SO4() ext compact done ¢(SOL(R)) = [, 5] avee 0 €3 < b,

la wrace dm dément de SO3(R) est de da forme T+ 2cos(0), done o(SO3(R)) = [, 3] avee o € [~1,3].

Supposons que a = 3, alors Yg € SO4(R), ghg™'h™! « Iy (lo théordine do réduction donne qu'il y a uue Uit e
sttrice de SOR(E) do trace 3). Done fre Z{804(8) = Iy 2 et absirde!

]

) 7 . , m . _
Done a <3, done il existe n € N* 1ol gque o < b4 2cos{>} < 3 (cor 3 = lim |+ 2eos( e On note g, 1el
n T 0D n
que d(g.) = 1+ 2eos(=). Alors Ly, = g g7 0 € 1 (ear B e 1 et ga bt € B ear 1T est distingnd) ot est
n

. . i
e rotadion dauple &,

e

Done b} est dans I et est une rotation dangle 7, done wn redournenent.

Remarque @ qu'en est-it des antres gronpes spéctans orthogonanx ?
Stonest pair, < 2, > <@B0,(R) done SO, (8) west pas simple. On pose ainsi natuvellement. les groupes
P8O () = { SO, (R) < &1, > st est paiv ‘

SO, () sinest impair
Ou peut alors montrer (nais cest ditlicile) gue PSO,, (R) est shiaple ponr no= et w2 5. Clest fanx powr 0 = 1
car PSOG{R) = SO4(R) x SOx{R) (en le fisaut agiv sur les quaternions, fait dans H20G2). Pour = 2, S0, (1)
et abdlion done PSO,{E) aussiz en particutior, il nw'est. pas shaple,

oOn admettnn gue Tes retotractnents vngendrent SO, (2) pour tont o ¢ 1%
20 i eflel, soit a € Z{S303{5)}), alors pour lonte droite £ de Pespace, sioon note v de retommemienl de drofle 22, on o



[sométries du cube
Arnaud GUiaN

5 juillet 2012

Réforence -
- [Ale99], p. G4-66

On considére le cube C centré en Forigine O canenique de Pospace { of. e ). On pote
(¢ e sous-groupe des isomdétries aflines de Vespace conservant O o1 (8 e sous-eronne de €0 ormd
8 B

des transformations de déterminant positif.

I .
il
" y
i g
1 1.
."11 E 5 &
T 1
o
E &
L
PG «
o
/’, 4
#
I
FiGure |- Le cube O
Notons D e { Dy, 0, 1, Pensemble des grandes diagonales {i.e passant par ) de € { en

orange s la fgwre ) Alors, commie G conserve les distances, gue Ia langueur conmmnne & ehague
clement de 1 est In phis grande disianee possible entre denx points du enbe et (ue ectte propriéie
caractdrise ) G agit s D, Ceet nons livre nn morphismne de growpoes :

pi G BIDY E Gy

Une symétric axiale {on rotation d'angle x) par rapport & un axe reliant tos miliens de donx
eOtes of passant par § véalise (nn sons de p) une transposition: par exemple, I symatrie par vapport
A (M N) schange [AG] et [C£]L Ainsi, comme on peut réaliser tontes los ranspositions de &, jr
ost surjectif,

Soit & présent [ € ker(p), que Pon suppose ditféronie de Pidentité, Fn pratigue, cela signi-
fie gque ¥ e {4, f(D) = Dy wais il existe un indice i tel que [ échange les sonuneis de
Ihy. Ou pent, sans perdre de ginéralité? supposer que flAY = &L Alms f(B) ¢ {B. 1}
d(FTAN B == d(A, B) done on a nécessairement f{BY == I, K itdrant co procedé, on fronve
gue [ échange les somuets de tontes les grandes diagonales de Gy, erpo f ost I symélrie sg par
rapiport & Porigine {car ele Tui ost dgale sie les sommets done sur tout o enbe gui est Fouveloppe
convexe de ees dentters). On en dadnit done que

D Tuit on olient an isoinorphisne ;

(-r‘j{i(i:i:'s ' .S'()} o ‘E:'i

Lo Car aprds bowd, gu’ost-re an’un nom ?



(. C;chw(acy Au iz

Les classe modulo ker(p) sont de da forme { fLsgo f}. Ov det{sgo f} - cdet{saddet (Y - - dea f).
De fait, chague elasse d'oguivalence eontiont exactement un déplacement {et an fmlu}v],lm chnient j,

ce qui sigaifte gue ;

(;f’/ {i({:{:i LS80 } N Chl
On en deduit alors par composition (e
OF =, ¢}

On remargue & présent gue, si on pose C = (o) = {idgs, SOy A/ ona

(G = JOGHIC, egalité obteme car O = ker(p) et gue G ker{p) > &, > (7 dlaprés ce qui
precode
GO C = {ides } e detfso) = 1 :

G0 Goear {67 60Y) = 2
e fait on a
Gt =C
De phis, Ca G ear © = ker(p). En pacticnlier, st o 6 (0, asg) = uspn o c {u toNoHY 04 comne
$op estiuversible on a nécessairement s - ser. La conjugaison par C dtant triviale. ie produit
sep - direet interne ¢i-dessus est. divect.
In fine, on a Pisomorphisme suivang

—
)
e

GO x CwE) x £/27

Détails supplémentaires
On peut donner un "dietiommaire” de Visomorphisme
* Lidentiid ... Ahen,
* Les transpositions sont réalisées campre on 1'n va par les retornemeunts dnxes joignant les

= G[

milicux de deux carés en passane par (.

¥ Les 3oeyeles sont réalisés par los votations diangle (géomatrigiee] —‘—'—' auwtony e Fune des
diagonates. Par exemple, le 3-evele (123} (on Pon identifie naturclicment? & (PY R Gy vin
Divs 71 a pour axe 1.

T Les d eyeles correspondent quant d cux anx rotations (Cangle & antonr d'me axe orthogonal
a 2 faces du cube.

* Les donbles {ranspositions sont réalisés par Je carre de Pune des rotations d auple ot
dessus. i

Au final on a:

B axes dPordre 2 (ponr 6 transpositions) ;
. ‘ 2x D
b axes dordre 3 {pour 8 3-eveles - nme votation d'anele Y ot nue dangle ey ¥

4 axes drordre o (powr G 4- eveles),

Références

IAleta] Michel Alessaudri. Thémes de géométrie. Danad, 1999,

2. Nesavons nas tordos L.

. ¢
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Formule de Burnside et Applications Combinatoires
Neumanu-Stay-Thowpson, Groups and Gromelry, page 100

JON

Théorémo 1 Soit .\ un cosemble flol et 7 un groupe finl aglssant sur X', Pour tout
g ¢ (i, un pose :

Flex(g) = {v € X / g(s) = 2}

Or note Orb () Vensemble des Goorbltes dans X,
Alors

- .1
|0y (@) B Fi(y)]

1G]

Prenve : Supposons dans un premier temps que 7 agisse transitiverent sar X' Posoos
§ = {0 € X %G/ gla) = a)

D'une part, oa a | 5] = Z {Fixx{g}l. D'antre pact, on a |9 ~ Z bon Gpo= [y 6 (7 gla) = x) est
wEG #E N
le stablisateur de =, ¢
D’upres e Theordme de Lagrange, comme X vst un espace (-transitif, on a (7,1 ~ 5—\'1

D'od |5

¢ s gy ‘:(P gt . . ; vy § i 2oy
= DG \gg‘(\—? = {7 Alnst 1= [0rby (G)] = [ S Bl (g

reX ety

Supposous & préseat que les (orbites de X soient X, ... X, Alors

k I
Fixx(y) = | Fixg () ot Fixx(g) =3 iFlxy, ()
i il
1 i a d i I3
Dol o > Wiy ()] = e DD Fx (gl =) i D IBlxx {g) o 31 e 1Oy (€2
S [7lat o i e it dw 10T Gty il

Applleation 1+ De combien de maniéres différentes peut-on colorier un cube avee les couleurs rouge,
dane el bleu ¢

Iy a 3 couleurs et 6 faces : a priori 3% manidres de colorier le cube. Mais cortalns coloriages sont les
mémes lorsqu'ils sont dang la méme orbite dn groupe de rotatlon (7 du cube aglssant sur X 'ensemble
des 3" coloringes possibles. :

Oun cherche dore le sombre d'orbltes de ¢ sur X, Pour utiliser Burnside, oo doit sevoir pour chague
rotatlon ¢ du cube, cowblen de colortage(s) elle laisse fixe(s),

Prenons par exemple 7 rotation autour d'un zxe passant par les milicux de cOtés opposes du cube.
Cette rotation échange la face du haut avec la face est, 1y face du bas avee lu Faco cuest, fs face du nord
avec la face sud. Alosl, st le cube Mourné® veut 8tre ludistinguble du cabe initial, alors

Haut = Esi , Bas = QOuest , Nord - Sud

H y a aiusl 3% coloriages de X qui sont fixés par uue telle rotation. De méme pour les autres types du
rotatious, on peut obtenir le tableau sulvant :

Rotation Nuowmbre de | Nombre de coloriages | Contribution 2
| rotations | fixés pat 1 rotation ;37 [Fixx(y) |

1d ‘ ] 3t STy

Axes par sommets dlag. opposts, sugles _2—% B R 72
Axes par milieux des cotés opposés, angle fi 3 162
Axes par centres des faces opposées, angle 3 3! 213
Axes par ceatres des faces oppostes, angles i; ] 3 162
Total : 24 ) o : 1468

Donce [Orb ()] - v Z |Fix x (g} = oy 57,



SINON MASSON Existence de I'icosaédre reguller

EMMANUEL Am‘ls

Reférence ¢ JPdIl Fresad Méthodes m()dee‘; e géoméme P J'FU 375, édlti(m Hmmauu

Dans toute la sulte, ¢ déslguera vo espace affine de dlmenslon flnl

1 Introduction

Nous vous attacherons ici & démontrer un fait généralement omls par lu majorité des auteurs, c’est-3-dire
lexistence des polydres régaliers 3 20 et 12 faces. :

Eu effet, 8l est blen counu depuls des temps Immémorianx qu'il ne peat y avolr que b polyodres réguliers
el pas plus, rlen ne garantit lear existence, Certalus lndividus perfides (ou physiclens) pourralont arguer
que Yoo pent trds blen construlre le dodécaddre dans le mounde ré6l. Mals rien n’empéche gue la dite
contruction solt en falt une belle approximation et qu'en Indlvidu teds, trés.. rlgourcax et doté d'un
apparcll de mesure suffisamment précis pulsse démontrer qu'il ne s'aglyse pas d'un polyddre téguiier. En
réalits, il o'en eut rien.

2  Quelgues précisions
Oun préclse dans cette partie les notlons Intuitlves de polyddres, faces, vt on définlt correctemment la
régafarite d’un polyddre

Définiton 1. Un polyddre convexe de ¢ est une partle, Intersection finie de demi espaces {fermés) do ¢
Un polytope est est un polyddre convexe compacte d'intérieur non vide {dans ¢)

Hemargue. Bien entendu, la notlon Intultive de poly@dre, correspoud 3 celle de polytope, telle gu'elle
est défiale cl-dessus. Cependant, le mot polyddre étant plus que répeadu daos le language courant, on
confondra les deux définltious,

Passons au théordme-définition sulvant:

Définlton 2. Solt /7 un polyddre convexe d’luterieur noa-vide avec P 4 ¢ et supposons que
P ()R
TS

soit une Geriture minimale de 7 comme Intersection de doml-espaces foromds,
Alors les demi-espates /7, sont détermings de fagoun valque. Solt 1/, = 917, alors J{, 71 17 est un polyddre
convexe de ff;, duttricur non-vide. On a do pluy

ar | Junne
§ed

Les £1, 1 1P sont appetlés les faces de /.

Deéfinilon 3. Soit /7 uu polytope de ¢, on appelle drapesu de 77 un d-uple (F. ... Fyoy)at Fyoest uue
face de diwension ¢ et 08 & © .. C 1,; 1. Ou wote 1s(J”) les groupe d'lsométries de 7. D'image d'une
fave de dimeusion ¢ est one face de dimeusion i, On dit que le polytope P est régulier st Is{J7) opére
trausitiverment sur les drapeausx.

3 Démonstration de Pexistence de Uisocaddre
Théorerne 8.1, Svit P un polytope de v. Les propositions suivanles sont équivalenies:

{#) Le polytope I’ est réyulier.,

(11} Les faces I de dimension -} de I’ sont des polytopes réguliers de V {17} et sont isomélriques enlre
elles; de pins les angles diddres des faces de dimension o - | sunt dguuz,



{#71) Les faces I de dimension d — | sont des polylopes réguliers de V{(17) ef pout tout sommet + de 1’
les exirémilés des arrétes issues de o (aulres que o) sont dans un hyperplan J1, el H, v ] est un
polytope régulier de 1.,

Preuve 1, 1} = 1) Cecl découle directement des propositious du plaa
1} = fil} (eu dumenslon 8)

Flgare 1@ Représentation du sowmet x daus le cas oit r = 4

Soit 2 un sommet de I
Montrons d’abord que les extrémités des segments partant de @ sont dans un méme hyperplan. On note

» le nowbre d’arr6tes qul partent du sommet » On peut ordonner les faces de dimoosion 2 passant par »
en les notant £, ../, de fagou 3 ce que:

P ‘—if,ig;
.]., . .Ii._}.] g lfl:, i]f;_:_‘ig Vi S j, o
Soleat o le centre de F,{son isobarycentre), I/ Phyperplan orthogonal 3 droite {Chr) et passant par

. Hoeoupe (O} en . Ea considérant les drapeaux 1)) o ¢ eyl C Fyet Do C [r,ryi
Pyponr i € 1.r , o sait par défisition de la réguladte de P qu'il existe g & Is{} telle que:

gle} e

glay} v oy, par transitivite de Uaction de  7s(P) sur les drapeaux

9{v} = o, pulsque o est Visobarycentre de P
La drolte (O:x) est douc couservée et comme une lsométrie couserve les distances, on a aussi g{/) = I
On a donc que fa drolte normale au plan /7 est conservée par y qui cotralne que /! est envoyé sar un
plan orthogonal & /1. Mals (i) = I donc g(HI} = H. En patleulier y(x;) = =, € 1.
It suffit malnteuant pour conclure de montrer que // N /7 est réguller dans /7 Bu constdérant les drapeanx
Dy et D; selon la notalon précédentes. Remarquons que renumeérotées selon lo paragraphe préctdent, on
aque @y, € 1ot @y, ¢ 1. Eocore par transitivite de Pactlon de 75(/) sur les drapeaux

ey =
qu'll existe une sométile de 1, g telle quer { g(x) = » 5
Gl = aan
Ou s donc que y envoie le drapean (o, ey, 2000]) sur (g, frpo2,01), Bu plus le méme ralsonuewent
que précédemment lmplique que g(H) = If. Mals 4{1") = P par déficition de () Alusl, on s bien
quey(H 0Py IO P et alus] g < Ts(J1 03 P), On a douc que H 1 ” est régulier |
fi)=+11) ex dimension Avec les notatlons précedeates, les faces /, et J» oot oo commun Uarsdte froral;

comme Iy ot 1o sont réguliers ou a fie ~ oyl = fo - awfl = [he - 2y)]. De plus comme 7711/ est régulier,
ou & jley gl = e - egll. Celd moatre que les triungles (v,a, 20), {0y, 2 - ) sont Isométrlques ot
atasl les angles () -« @00 - @) ot (ry - 2,ey). 1 sult de celd gue les faces de dimeustons de dimensions
2 de I’ wyant un sommet x co commun sont Isométrigues. Or on peat montrer {volr Méthodes modernes
en géométrle) que pour 17 nn polytope, il existe une chaine finic de faves reliznt deux foces de méme
dimension. Oe gul permet de conclure,
1):1) Suient D1 {x, A, 1) et D' (s', A’ 1Y) Comme les faces sont Isorattriques il uxdste une isoméirie ¢
telle que;

agi{s} o4
alady = A
Gy = F

Ou peut de plus cholsir ¢ telle que () et 17 solent dans le méme deml-espace. On peut alors couclure
ea utillsant le théordme {6.2.1.6) de Méthodes modernes o géowstrle que g{ /) = 7 Y, ee qul permet de



conclure.

Venons en maintenant au sujet principal, ¢'est & dire Uezistence de Uisocaddre. Svil (¢, 04} une
lase orthonormée de B®. On va inscrire les point d'un icosaddre (dont on va montrer gu'il est régulier)

Figure 2 leosaddre

dans la sphére de rayon 1. On nole les puinds, = = ¢y el ¥ ¢ {0} ey r"(;."‘{‘l‘)‘i—i‘jq bosin ”’—” Yoo
:’— ey Ononote 7~ {4200 £ 5}, il resfe & montrer gue 'enveloppe conveze de ¥ est régulidre. D’'abord
remarquons gue izl = 1L Soit vy la rotation d'aze orienté définie par U'uze 2o et de mmesure d'angle
": alors

Lpag ot J‘i",-(.'il)

pourl) /- ) /4. Ainsi P est stable par 1y, Un simple calcul permel de montrer que toutes les arrétes vn la
méme longueur. Il a'en suil gue les faces sont foutes des iriangles équilatérauz isvmétriques. Clairernent
l'action de ry montre que 5. ..., 2, sont o suile des sommels d'un pentagone régulier. [1 resie 4 montrer
gu'il en est de méme pour 2. 25, 2,24, ze. Cela vient du fail que =, est vrthogonal auz vecteurs
T Fpadn b Egsdncboagomy - 25, Alnsi 2,35, - 23, - 34, -2y apparlient & un plan affine orthogonal & =),
L'action de ny et le théoréme précédent permetient de conclure.
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