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Exponentielle des matrices symétriques

Baptiste Huguet et Adrien Laurent

Références : : Mneimné, Testard, Introduction d la théorie des groupes de Lie classiques

Théoréme 1
L’application exp réalise un homéomorphisme de 8,(R) sur S;F+(IR).

Démonstration : e Montrons que l'image d’une matrice symétrique est une matrice symé-
trique définie positive,

Soit A € Sp(R). La matrice A est orthodiagonalisable en base orthonormée. On dispose de
P e Oy(R) et d’une matrice diagonale réelle D telles que Pon ait : A = PD'P. On a done :
et = PeP'P. Dol il vient que e# = Y(e”) et que les valeurs propres de de e sont les exponen-
tielles (réelles) des valeurs propres de A et sont donc réelles strictement positives. Ainsi e? est
bien symétrique définie positive.

¢ Surjectivité.

A1
Soit B e §T(R}). On dispose de P € On(R) telle que 'on ait : B = P ‘P,
. : An
avec les (A;)1<i<n des récls strictement positifs.
m(X)
On définit la matrice A comme suit : 4 == P 'P. De maniére directe

n(A,)
on vérific que e” = B et que A est une matrice symétrique.

¢ Injectivité. X
Soit A et A deux matrices symétriques réelles telles que 'on ait : e? = e, En particulier e? et
e ont le méme spectre, Or les éléments du spectre de e sont exactement, les exponentielles des
éléments de spectre de A. Et il en est de méme pour B, Ainsi A et B ont le méme spectre. On
note (A;}1<icn ce spectre. Soit IT un polyndme interpolateur tel que Pon ait : Vi e [1, n], T(eM) =
Ai
On montre facilement que T(e?) = A. Donc I1(e?) = A. De plus A et e# commutent car ¢4
est un polyndme en A. Ainsi A et A commutent. Ftant symétriques, ces deux matrices sont
codiagonalisables {dans une base orthonormées commune de vecteurs propres). On dispose de

ay B
P e Ou(R) telle que Pon ait : A = P ‘P et A=P P,
Chyy ﬂn
avec {ay/1 < 4 < n} et {Bi/1 < ¢ < n} égaux & {M/1 < i < a}. De plus par passage &
A=

<
-~
Pexponentielle, pour tout ¢ € [1,n], on a : % = e, Ainsi A.




o Continuité.
L’exponentielle est la limite uniforme d’une suite de fonctions continues (car polynomiales).

Elle est donc continue. !

¢ Bicontinuité.
Soit une suite (B,) e dans S; *(R) qui converge vers B € S (R}). Par bijectivité de I'exponen-
tielle, on dispose d’une suite (Ap)pen dans S, (R) et de A € S, (R) telles que 'on ait pour tout p
entier B, = er et B = e®. Le but est de montrer que la suite (Ap)pen converge vers A. on aura
donc prouvé la continuité séquentielle de I'inverse de 'exponentielle, et donc sa continuité.

La suite (B, )pe converge vers B done la suite de polyndme caractéristique (X B, )pen cCONVerge
vers yg. Bn effet on a continuité de la fonction suivante : Mu(R) — RIX] .
M o det(M - X1I,)
D'aprés le théoréme de Rouché?, les valeurs propres de B, convergent vers les valeurs propres
de B. Ainsi les valeurs propres des B, sont contenues dans un compact de R**, Les valeurs
propres des A, étant les logarithmes (réels) des valeurs propres des B,, elles son{ aussi conte-
nues dans un compact de R.

Pour tout entier p, on dispose de @, € O,(R) et I, une matrice diagonale telles que 'on
ait 1 A, = QpD,'Qy. Les suites (Dp)pen €t (Qp)pens sont dans des compacts de M (R). La suite
(A,)pexs est done une suite dans un compact. Elle admet donc des valeurs d’adhérences. Soit
¢ une extractrice telle que Ay — A. Par continuité de Pexponentielle, on a : e = ¢#. Par
injectivité de I’exponentielle, A = A. Ainsi (Ap)pen st une suite dans un compact, qui admet
une unigue valeur d’adhérence, donc elle converge vers cette valeur d’adhérence. A, — A. Donc

Vexponenticlle est bien bicontinue.

Ainsi exp : S (R) = S (R) réalise bien un homéomorphisme.

1. En réalité elle est méme analytique.
2. [MT] chap 2, exo 18



Points extrémaux de la boule unité de £(FE)

Baptiste Huguet et Adrien Laurent

Références : Francinou, Gianella, Nicolas, Orauz X-ENS - Algébre 8

On considére ici la norme subordonnée associée & la norme euclidienne sur £. On rappelle
quun espace euclidien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire de dimension finie

(notée n ici).

Théoréme 1

Soit E un espace euclidien et B = {u € L(E), ||u|} < 1}, alors les points extrémaux de B
sont les éléments de O(E).

On rappelle quun point extrémal u de B est un point tel que B \ {u} est convexe. Sur un
dessin, on voit que les points extrémaux de la boule unité de IR? sont les points du cercle.
Démonstration : Soit u € O(E), comme [|O(E)|| = {1}, on a bien v € B,

Supposons que u = %(v +w} avec v,w € B. Si on montre que cela implique v = w, on aura fini.
En effet, si B~ {u} n’était pas convexe, on pourrait trouver un segment [v,w] contenant u et
dont les bords sont dans B ~ {u}. Quitte & découper notre segment, on peut se ramener au cas
ol u est au milieu du segment, c’est & dire u = (v -+ w). Donc si on prouve que v = w = u, on
aura une absurdité.

Soit 2 de norme 1, alors 1 = |lz| = Ju(z)]| < 3(|v(@)ll + fw@)]) < sl + flwl) < 1.

On a donc égalité! En particulier, pour tout  unitaire, {[v{z) + w(z)| = |[v(z)|| + Jw(z)]. Donc
v{z) = Agw(e) avec Ny > 01, Or Ju(z)| = |w(z)| = 1 done A, = 1.

v(x) = w(x) pour tout z unitaire done par linéarité, v = w ct u cst bien un point cxtrémal de B.

Réciproquement, soit « € B tel que u ¢’ O(#). Montrons que u n’est pas extrémal.
On note A la matrice de u dans une basc orthonormée de E. En utilisant la décomposition
polaire (sur M,(RR), on peut écrire A = OS avee O € O,(R) et 5 € SHR).
En utilisant le théoréme de réduction des matrices symétriques, on a .S = PD'P avec P € O,(R)
et D = Diag(dy,...,d,) avec 0 € d; < ... € d,.
De plus, |A|| = [JOS]| = [|S]] = +/d2 = d.? et we B donc || A|| < 1. Done ¥i, d; € [0,1].
Par hypothése, A n’est pas orthogonale, donc S # I, done d; < 1. On peut donc écrire dy = “2—b
ot ~1<a<b<1 (onprend a > —1 et pas a = 0 pour le cas ol d; = 0).
On pose alors Dy = Diag(a, dy, ..., dyn) et Dy = Diag(b, da, ..., d,).
Onaly#Dyet A= %(OPDItP-F OPDgtP)
Ici on est plutot content, on a écrit A comme le milieu d’un segment. Néanmoins, il faut encore
montrer que les bornes de ce segment sont dans B.
Soit X de norme 1, alors [OPD;'PX|* = *X PD;'\P'*OOPD;*PX = (PX)D¥FX).
Or [[PX| =1 car P est orthogonale ¢t X est unitaire.

1. En effet, on a |v() + w(@)}® = [o(@)I” + Jw(@)f? + 2]o(@)] lw(z)] = Jo@)]? + jwiz)l® + 2(v, ). Done
{v,w) = fjv(@)} |w(z)|. L'égalité dans Cauchy-Schiwar z donne que vix) = dyw(z).
Puis [w(@)]* As = (v, w) = |o(@)} |w(z)] € R*, donc Ay est positif.

2. On rappelle que sur les matrices, la norme 2 donne [|M]]| = \/W oll p est le rayon spectral, ¢'est &
dire la valeur propre maximale.




Fn notant ¥ = PX, on a ‘Y DY = Y, d%y? -+ dfyf avec df = a’sii=let b? sid = 2.
De plus, les coefficients de D? sont tous compris entre 0 et 1, donc WDEY < Y.y =1.0n
en déduit que OPD'PX et OPD,*PX sont dans B.

Donc A = $(OPD*P + OPD;'P) est le milieu de deux éléments distincts de B. Donc A n’est

pas un point extrémal! m

Remarques :

e Un théoréme de Krein-Milman affirme quun convexe compact de R* est toujours 'enve-
loppe convexe de 'ensemble de ses points extrémaux (voir FGN analyse 3). Done ici, la
boule unité de £(E) est I'enveloppe convexe de O(E).

¢ En dimension 1, le résultat est simple. En effet, £(F) s’identific 4 R et B au segment
[—1,1]. D'autre part, O(E) n'est constitué que de 1y soit 1 et —1.

s En dimension 2, O(E) s’identific & deux cercles disjoints : 'un représentant 1'ensemble
des angles des rotations de SO(E) et Pautre représentant I'ensemble des angles des axes
de symétries de O(E) ~ SO(E). B s’identifie donc 4 un compact convexe de dimension 4
tel que ses points extrémaux solent deux cercles.



Simplicité de SO3(R)

Baptiste Huguet et Adrien Laurent

Références : Caldero, Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométrie

On va commencer par prouver quelques propriétés sur SO,(R) que 'on utilisera dans la
suite pour prouver la simplicité de SO3(IR). On conclura sur I'éventuelle simplicité des autres
groupes spéciaux orthogonaux.

Théoréme 1
SO(R) est compact et connexe (par arcs).

Démonstration : 1) On pose 'application ¢ qui & M € M, (R) associe *M M. Elle est conti-
nue car chacune des composantes est un polyndome en les coefficients de la matrice en entrée.
Donc SO, (R) = ¢~ {I,} n det™' {1} est fermé.

D’autre part, on prend la norme liée au produit scalajre (4, B) = Tr(*AB) sur l'espace des
matrices et on remarque que |M| = /Tx(*M M) rlpom M € SO,(R). Donc SO, (R) est
borné (pour toute norme car elles sont equwalentes

Comme on est en dimension finie, SO, (R) est compact.

2) Continuons avee la connexité. Soit A € SO, (R), on va créer un chemin continu liant, M
a I,,. Ainsi on pourra relier deux matrices par un chemin continu en passant par I'identité.
Le théoréme de réduction donne I'existence d'une matrice P € O,(R) telle que

I
—']2,1} .
_ R ; _ cos(f) —sin(6)
M=P 01 | P avec Ry (sin(ﬂ) cos(8) )"
Ry,
I,
Rfﬂr
On pose alors pour t € [0,1], N(t) = Rz
Rf91

R
Ainsi 4(t) ;= PN(t)'P est une application continue de [0, 1] dans SO, (lltgj quirelie M 4 I,,. [
On peut maintenant prouver le théoréme suivant.
Théoréme 2
T SO3(R) est un groupe simple.

Démonstration : Soit H < SO3(R) non trivial, il nous faut montrer que H = SO3(R). Or les
retournements engendrent SO3(R)*. De plus, ils sont conjugués dans SO3(IR) (donc I’ensemble

1. On admettra que les retournements engendrent SO, (R) pour tout n € N*

1




des retournements est stable par automorphisme intéricur). On en déduit que si H contient un
retournement, comme il est distingué, il les contient tout et done H = SO3(IR}.

¢ Pourquoi les retournements sont-ils conjugués 7
Soient rp et rp deux retournements de droites respectives D et D'. On pose d et d' deux
vecteurs unitaires engendrant chacun leur droite associée. On peut ensuite trouver une base
orthonormée de DL : (eg,e;) (et de méme on peut trouver (e}, e}) base de D''). Finalement
on obtient deux bases orthonormées (d, ey, ez) et (d', €], €5). La matrice de passage de I'une &
’autre est donc orthogonale. Quitte & poser d” = —d’, on a une matrice de passage de déter-
minant 1, donc dans SOz(R).

¢ Pourquoi H contient-il un retournement ?
Soit h € H non trivial, on pose ¢ : SOS(R; : % (ghg~'h1) °
~ ¢(I3) = 3 donc 3 € Im(¢),
~ 803(R)} est connexe done ¢(SO3(R)) est un intervalle contenant 3,
— S03(R} est compact donc ¢(SO3(R)) = [a,b] avec a < 3 < b,
~ la trace d'un élément de SO3(IR) est de la forme 1 + 2cos(8), donc ¢(SO3(R})) = [a, 3]
avec a € [-1,3].

Supposons que a = 3, alors Vg € SO3(R), ghg 'h™! = I3 (le théoréme de réduction donne qu’il
y a une unique matrice de SO3(R) de trace 3). Donc h € Z({SO3(R) = I3%. C’est absurde!

Donc a < 3, donc il existe n € N* tel que @ < 1+ 2cos{Z) < 3 (car 3 = limp_0 1 +2cos(T)).
On note g, tel que ¢(g,) = 1+2cos(T). Alors by, 1= gphg, Ih=le H (car h™ '€ Het gyhg,t e H
car H est distingué) et cst une rotation d’angle 7.

Donc h? est dans H et est une rotation d’angle 7, donc un retournement. M

Remarque @ qu'en cst-il des autres groupes spéciaux orthogonaux ?

Si n est pair, < 31, > < S0,(R) donc SO, (R} n'est pas simple. On posc ainsi naturcllement
SO(R)/ < 41, > sin est pair

les groupes PSO, (R) = { e SO, (R) sin est impair

On peut alors montrer (mais c’est difficile) que PSO,(R) est simple pour n = 3 et n = 5. C'est

faux pour n = 4 car PSO4(R) =~ SO3(R) x SO3(R) (cn le faisant agir sur les quaternions, fait

dans H2G2). Pour n = 2, SO2(R) est abélien donec PSO2(R) aussi; en particulier, il n’est pas

simple.

2. En effet, soit v € Z(SO3(R)), alors pour toute droite D de 'espace, si on note rp le retournement de droite
D, onarp = urpu~! = ryp). On en déduit D = w(D) pour toute droite D de l'espace. Cest un exo de sup
classique de montrer qu’alors, u est une homothétie. 1l n'y a qu'une homothétie dans SO3(R), c’est I'identité.

2



