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Dénombrement des polynomes irréductibles
sur I,

Se recase dans les lecons 125, 141, 190, 123, 144.

Théoréme 1 Soit g une puissance d’un nombre premier et Fy un corps a q éléments. Notons K(n, q) U'ensemble
des polynémes irréductibles de degré ezactement.n de Fy[X]. On a K {n,q) ~ ¢"/nn - oo.

On procidera en trois étapes: -
¢ On montrera que X?¢ — X = Hd|n peria ¥
¢ Puis on démontre la formule d’inversion de Moebius

¢ Finalement on déduis des deux formules précédentes une expression exacte de {i{(n,q) qui nous donne
I'équivalent. '

On fixe désormais Iy une cléture algébrique de Fy et Fyn le corps formé par 'ensemble des racines de X9" - X
dans F,.

Etape 1

Soit 4 divisant n et P dans K (d, q). Smt z une racine de P dans F,. OnaF ( 1) corps de rupture de P, donc a
g éléments, il est donc annulé par X9 — X, on a donc Fy{z) = Fge d'oll P|X? —X. Or dJn donc X - X|X§( .
Par transitivité de |, on a P|X% . Par primalité des éléments des K(d, q), on a: o pexan PIX?" - X,

Montrons la divisibilité réciproque.

Soit P|X¢" — X irréductible. On a X9 — X a racines simples dans Fgn donc P2 1 X" — X. Notons d le
degré de P. 1l suffit de montrer que djn et on aura la divisibilité réciproque. Soit « racine de P dang Fn . On
a: Fy C Fy(x) C Fgn En considérant le degrés des extensions, on a: ¢

n=Fogn : Fy] = [Fon : Fy(a)}[Fo() : Fy] = [Fgn : Fy(z)] x d

D'otl dln. On a donc la divisibilité réciproque et

x=T1 1I »
dln PeK(d,q)
Etape 2
Ii s'agit de prouver le théoréme suivant:

Théordme 2 Soit f : N — N une fonction. Soit F1: N — N définie par: n — Edin fld). On a, pour tout
entier n: f(n) =3 4, u(§)F(d).

Soit 7 un entier. On a:

S DI = Y wdF(G) = 3oud) 3o S =37 wd)f ()

dln dln d dn d'fa dln &'|5
= 3 W) = D) () = D f(@)haen
dd! [ d’ln dl % d'|n
= f(n)



Etape 3

Posons f :n++ afK(n,q). En passant au degré dans I’égalité obtenue a élape 1, on a: ¢" = 2d|n fld). On a
done: f(n) = Edht p(Z)g? = ¢ + Zd]n,d#n 1(%)q%. On peut remarquer que n/d < n/2, on obtiens alors:

In/2]
<+ 3 @<t Y <+ (g o)
d|n,d#n d=1
et
[n/2]
fn) 2 q" - Z ¢ > q" - Z g 2 gt — (gin/2H )
d|n.d#n d=1

On a donc "équivalent voulu.
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[ Les polyndmes cyclotomiques sont irréductibles

Se recase dans les lecons Legons : 102, 141, 120, 121, 144
Théoréme 1 Les polyndmes cyclotomiques soni o coefficients dans Z et sont irréductibles dans Zlal.
La preuve se décompose en plusieurs étapes:
» Les polynémes cyclotomiques sont unitaires a coefficients dans Z
o Un polynéme irréductible de Z[X] annulant une racine de 'unité annule certaines de ces puissances

¢ Cles puissances décrivent les racines primitives de méme degré de P'unité d’olt le résultat.

Etape 1

On procéde par récurrence forte. On a &1 = X — 1 unitaire a coefficients entiers. Montrons I'hérédité.
Soit n dans N* tel que les ®4,d < n soient unitaires a coefficients dans Z. On a X" —1 = Hdln $y dans
Q[X]. On a donc, en posant P := [[g, apn Pa: X" — 1= P®p avec P unitaire a coeflicients entiers. On peut
done effectuer la division euclidienne de X™ — 1 par P dans Z[X|: X* -1 = AP + R avec R de degré inférieur
strict a celui de P et A unitaire (car P l'est) & coefficient entier. Ceffégalité tienk”toujours dans les rationnels,
| et donne: R = (¥, — A)P. En passant au degré, on a R=0et &, = A.

T TR Y

Etape 2

Soit £ racine (primitive} ni¢me de I'unité. Remarquons que\qv-i est un entier algébrique. On note I son polyndme
minimal (unitaire). Soit p premier ne divisant pas n.

Montrons que II(¢7) = 0. On note II, le polyndéme minimal de £, On a par unicité et irréductibilité du
polyndme minimal :TI(¢?) = 0 équivalent a ] = “Ti,. Si ils sont distincts alors , par irréductibilité, on a:
ILOX"—10nall Lo X?. Dans Fp, on a: Py|PP o P, P, est 'image de I, 11, dans F,. Soit A facteur
irréductible de P, dans [, on a A|P,|PP avec A irréductible d’od A|P. On a done, en supposant 77 # TTf,:
A2 X" — 1 dans F,, d’ott A|(X™ - 1) A (X" 1) = 1. Absurde. On a donc TI(¢¥) = 0.

e Gred diecbilde

Etape 3

Soit n dans N et £ une racine de ®,,. On dispose d'un polyndme irréductible (donc unitaire) divisant @, et
annulant €. Par unicité du polyndme minimal, il s’agit du polynéme minimai de £: TI. Soit £ une racine de
®,. On dispose alors de k premier avec n tel que £ = €%, Si &k = p{"* x .. x p@r, on a: 0 = II{{) = II{¢™) =
TI((¢P1)Pr) = TI(¢P5) = ... = [1{€*) car tous les p; sont premiers avec n. On a donc &, = 1T et &, irréductible.
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