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Irréductibilité des polyndmes
cyclotomiques dans Z

Mathias Millet
30 novembre 2014

Racine primitive de 'unité Soit n € N, £ est une racine primitive n®° de 'unité si
¢ engendre U,,. On note U7, I’ensemble des racines primitives n®™® de l'unité.

De maniére équivalente, si p € Z est tel que pAn =1, alors e“%® est racine primitive
n®™e de I'unité.

2im

Définition Le n®™® polynéme cyclotomique est défini, pour w = e, par

o, (X)= [ (X -9

£ely
Lemme 1 X" —1 =[], ®a(X)

Idée de la preuve du Lemme 1 Si £ est une racine n®™ de I'unité, il existe un
unique d | n tel que € est racine primitive d*° de 'unité.

Lemme 2 Soit n € N, p premier ne divisant pas n. Alors P, = X" — 1 est a racines
simples dans [F,.

Preuve du Lemme 2 P € F, est & racines simples si et seulement si P et P’ n’ont

. . P B ~ ! — _ .

pas de racine commune. Or si p ne divisa pas n, la seule racine de P, = X" est 0, qui
n’est pas racine de F),.

Lemme 3
1. @, est unitaire dans Z[X|
2. @, est & racines simples dans Z[X], et dans tout F,[X] tel que p ne divise pas n.

Preuve du L.emme 3
1. Immédiat grice au lemme 1 par récurrence.

2. Immeédiat grace aux lemmes 1 et 2.

Lemme de Gauss Soit P € Z[X], on a
P unitaire et irréductible dans Z{X] < P irréductible dans Q[X].

1




Théoréme Pour tout n € N, @, est irreductible dans Z[X]

Preuve du théoréme

1. Soit £ € U2, soit f le polynéme minimal de { dans Q{X] (défini & un inversible de
Q prés). Montrons tout d’abord que 'on peut choisir f unitaire dans Z[X1.
Z|X] étant factoriel, et ®, unitaire & racines simples, il existe f1,..., fr € Z[X],
unitaires tels que @, = []I_, fi. Comme & est racine de &@,,, il existe i tel que f | f;.
f; étant unitaire et irréductible dans Z{X], il Pest aussi dans Q[X], donc f et f;
sont égaux & un inversible de @ pres.

2. Soit maintenant p premier, et premier avec n. &P est dans Uy, soit ¢ sont polynéme
minimal {qui est donc dans Z[X] et unitaire d’aprés 1.). Montrons que l'on a :
f=y
Remarquons que £ est alors racine de f(X) et de g(X?). Plongeons nous dans F, :
par le morphisme de Frobenius, nous avons g(X?) = g(X)P, £ est alors racine de
G, donc de g. Ainsi, f et § ont un facteur commun de degré non nul @ dans F,{X].
Mais alors, si f et g sont distincts, fg divise ®,, qui est & racine simple d’aprés le
lemme 3, ce qui est absurde. On a donc: f=g.

3. Soit maintenant £ une autre racine n®® primitive de I'unité, il existe m premier
avec n tel que £ = €™, Soit m = p;...ps la décomposition de m en facteurs premiers,
alors, pour tout %, p; est premier avec n. Montrons par récurrence sur s que f est
aussi le polynéme minimal de &'

— Le cas s = 1 a été traité au point précédent.

— Soit s > 1, supposons que pour tous pi, ..., ps premiers et premiers avec n. Soit
p premier, premier avec n. 7P est une racine primitive n® de 'unité, donc,
par le point précédent, £P1-Ps et £P1-PsP ont méme polyndme minimal, qui est
f par I'hypothése de récurrence.

4. Ainsi, toutes les racines de ¢, dans C sont racines de f, et ®,, divise f dans Q[X.
Comme f est irréductible, et tous deux sont unitaires et dans Z[X}, on a &, = f,
et @, est irréductible dans Q[X] et Z[X].

Références
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[3] Hernandez, Laszlo, Introduction & la théorie de Galois




Théoreme de 1'élément primitif
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Théoréme Soit L/K une extension finie de caractéristique nulle. Alors, il existe o € L
tel que L = K(a).

Preuve L est de caractéristique nulle, commencons par supposer que L = K(z,y).
On note 7, et m, les polynémes minimaux de z et y. Soit enfin M un corps de décomposition
de m,m, dans K[X]. Dans M, on peut écrire

me = (X -m)H(x —z;) et my=(X— y)H(X — ;).

Puisque 7, et m, sont irréductibles dans L de caractéristique nulle, leurs racines dans
M sont simples donc les z; et les y; sont deux a deux distincts (et respectivement distincts
de = et de y). On considére alors I’ensemble (bien défini)

£ {sc - 9:,:} .
Y—Y
£ a au plus (m — 1)(n — 1) éléments. Comme K est infini, il existe ¢t € K \ {0} tel que
t ¢ &, c'est-a-dire tel que Vi,j z = & + ty # =; + ty;.
On se place alors dans K(z) et on note F(X) = m.(z — tX) € K(2)[X].
Dans M, F est scindé (car w, 'est) donc on peut écrire

m m
F(X) = (z—tX —2) [J(z = tX — @) = t(y — X) [ [ (& — mi + t(y — X)).
i=2 i=1
De par la définition de ¢, pour tout j > 2, F(y;) # 0 donc F' Am, = (X —y) dans M[X].
Par unicité du pged, (X — y) est aussi pged de F' et m, dans K(z)[X]. En particulier,
X —y e K'[X] donc y € K(z).
De plus, z = z — ty € K(2), et I'on a bien : K(z) = K(z,vy).

On va maintenant montrer le cas général par récurrence. On a vu le cas n = 2. On
suppose le résultat vrai pour une extension de degré n — 1. Soit L/K une extension finie
de degré n : L = K(z1,+* ,Zn). On écrit alors L = K (21, - ,%n_1)(,). Par hypothese
de récurrence, il existe a € L tel que K (21, - ,z,_1) = K(). Le cas n = 2 permet alors
de conclure.

Références Gourdon (algebre), Francinou et Gianella (Exercices de mathématiques
pour Pagrégation).




