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Lecon 122: Anneaux principaux. Exemples et
applications.

Quentin Garchery
19 mai 2015

1 Théoréme des deux carrés
On note £ = {a? + b?, (a,b) € N?} et soit p un nombre premier,
Théoréme 1. p € 5 <> p =2 oup= 1[4]

Démonstration.
On va raisonner par équivalence : soit (P1) la propriété ‘p € 3° On considére
Panneau Z[t] qu’on va munir de la 'norme’ N : pour z € Z[i], N(2) = |z|2. On voit
facilement que les éléments inversibles de Z[¢] sont les éléments de norme 1 et cela
nous permet de caractériser les éléments irréductibles de Z[i].
(P1) est équivalente & p n’est pas irréductible dans Z[i]. En effet soit alors p € E,
Ha,b) € N?,p = a® + b = (a + b3)(a — &) et @ + bi et a — bi ne sont pas in-
versibles. Réciproquement si p = af avec a et § de norme différente de 1 alors
N{a)|N(p) = p* donc N{a) = p, p est somme de deux carrés,
Puisque Z[i] est principal, (P1) est équivalente & (p} n’est pas premier. Par l'iso-
morphisme Z[i] = Z[X]/(X? + 1), cela veut dire que (p) n’est pas premier dans
ZIX)/(X2+1). Or (ZIX]/(X2+1))/(p) = Z/pZ{X]](X?+1) et Z/pZ[X] est prin-
cipal d’ot Péquivalence avec le fait que X2+ 1 n’est pas irréductible dans Z/pZ[X].
(Pest-a-dire que -1 est un carré dans Z/pZ. On a donc que (P1) est équivalente &
p=2ou (-1)F1/2 =1,

L3

On a utilisé les propositions :

Proposition 1.1. Soit A un anneau et @, § € A. On note f la classe de f modulo
., On a Uisomorphisme :

Af(e, B) = (A/(e))/ (B)



Démonstration. Soient 11, : A — Af(a) et 15 : A/(a) = (A/(a))/(B) les projec-
tions canoniques. Iz o Il est surjective et son noyau est :
Ker(Ilzoll,) = {a € A, € (B)}
={a€ AJue Aa="1uf}
={a € A,Fu,v € A a=uf +va}
= (a, B)

Proposition 1.2. Sip # 2, s’équivalent :
(i} © est un carré dans (Z/pZ)*
(i) g7 =1

2 Un exemple d’anneau principal non-euclidien

Posons o = 119 o A = Z[a] .
Théoréme 2. A est principal et n'est pas euclidien.

Démonstration. Ona a@ =5 et a+@ = 1 donc a®*— a+ 5 = 0 ce qui nous permet
de montrer que A = {a -+ b, a,b € Z}.

A est intégre comme sous-anneau de C . De plus la relation o« + @ = 1 nous
montre qu'il est stable par passage an conjugué. On définit alors la ‘norme’ N sur
cet anneau, pour z = a -+ ba :

N(z)zz”z‘:a2+ab+ 56°

N est multiplicative, ce qui donne, pour un élément z = a + bo € AX :
N{z2z7') = N(z)N(27') = 1. Done N{z) = 1 c’est-a-dire

19
(a+b/2)* + 71—1:2 =1
D'ott 25% < 1 puis b= 0, On en déduit a = £1 et on vérifie que AX = {1},
Montrons que A n’est pas euclidien par 'absurde : soit v un stathime.
Soit z un élément de A de stathme minimal parmi les éléments non inversibles,
Alors le reste de la division euclidienne d’un élément a de A par z donne un élé-
ment inversible ou nul. Donc la restriction & A* J{0} de la projection canonique

de A sur A/(z) est surjective. On a donc un morphisme surjectif de A. dans un

2



anneau de cardinal 2 ou 3 (car & n’est pas inversible) ot tout élément non nul est
Pimage d’un élément inversible donc est inversible. L’image f§ de a par ce mor-
phisme vérifie : 5% 85 = 0. Mais cette équation n’a pas de solutions dans Z/37Z
ou Z/2Z, d’ou une contradiction.

Montrons aussi que A est principal. Pour cela on va d’abord prouver qu’on peut
munir A d’une sorte de division euclidienne : si a,b € A — {0},

[1]soit dg,r € A tels que a =bg+r et v =0 ou N(r) < N(b)

[2 ] soit dg,r € A tels que 2a = bg + 1 et r = 0 ou N(r) < N(b).
Faisons déja la division dans C :

a ab
€r = 'b' = 33 & Q[G‘]
On écrit z = u + va avec u,v € Q avec v € [n,n + 1.
¢ On suppose d’abord que v ¢jn + %,n + -:2;[ Soient s Pentier le plus proche de u
et t 'entier le plus proche de v. Alors
L + L X -4+ =<1
22 2 '

3 3
Sionposeg=s+taetr=a— bgalorsr=0ou N(r)=N{BN(z—q) < N(b).
o Si maintenant v €)n + %, n+ 2l alors 2v € [2n+ 2,20+ 1+ §[ = 2n+ 2,2n +

1 U [2n+ 1,2n + 1 + 3] En considérant 2’ = 2,0/ = 2a,u' = 2u,v' = 2v, on se
rameéne au cas précédent.

N(z—(s+ta)) = (s —w)?+ (s ~u)(t —v) +5( —v)* <

On a n? — o + 5. Par division euclidienne on en déduit que A est isomorphe &
Z[X)/(X? — X +5), et, en utilisant le premier théoréme d’isomorphisme :

AJ(2) ~Z[X]/(2,X? ~ X +5) ~ (Z/2Z)[X]/(X* + X + 1).

Donc (2) est un idéal maximal. On a besoin de ce résultat pour compenser le fait
qu’on ait une pseudo division euclidienne comme on va le montrer maintenant.
Soit I un idéal non trivial de A et a € I de norme minimale et montrons que
(a) = 1.

Soit = € 1. Si on est dans le cas [ 1] de la division euclidienne alors on montre que
% € (a) par minimalité de a.

Dans le cas | 2 ], toujours par minimalité de a, 3¢ € A, 2z = aqg. Or (2) est maximal
donc premier : 2 | gou 2 | a. Si 2 | ¢, comme A est intégre, a | 2.

Montrons que c’est le seul cas. Sinon ¢ ¢ (2) et Ja’ tel que a = 24, (2) est maximal
et q ¢ (2) donc (2,q) = A, c’est-d-dire : IA, pp € A, A2 4+ pg = 1. En multipliant
par o/, on obtient : o' = Aa+ ux € L. Or N(a') < N(a) ce qui est absurde. On se
trouve donc toujours dans le cas a | « c’est & dire I = (a) et A est principal.






