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Simplicité de U,

Antoine Louazel & Fanny Remoué
Théoréme : Pour tout entier n = 5, le groupe alterné QI,,. est simple.

Preuve : Soit N un sous-groupe distingué de . I1 s’agit de montrer que N est un sous-groupe
trivial. Supposons que N # {id} et prouvons alors que N = ,. Raisonnons par I'absurde en
supposant que N # ,,. Dans la suite de cette démonstration, nous écrirons toute décomposition
d’une permutation de N en produit de cycles & supports disjoints.

Si N contient un 3-cycle (i, i, i3), alors tout autre 3-cycle (i, i3, {3) de &y, serait dans la
méme classe de conjugaison (dans &,,) que (iy, i, i3) ; il existerait donc un élément p de G, tel que
.0(!'1. iz, ia)P—l = (P (il)a p(iz)vp(i?.)) = (iil ié' lé)

- Sie(p) =1,p € U, et donc (i3, i3, 13) € N car N est distingué
- Sinon, puisque n = 5, il existe alors iy # is € [1;n]\{i, 2, i3}. La permutation f :=

. T s i e N
(is,is)p € U, vérifie 5(iy, iz, i3)P 1= (ig i5)p (s, 12:13)((14'!5)P) = (i1, 12, i3).

N contiendrait dans ce cas tous les 3-cycles, ce qui impliquerait le fait que N = U, (ce dernier
étant engendré par les 3-cycles), d’ol1 la contradiction ! Le groupe N ne contient donc pas de 3-

cycles.

Supposons & présent que la décomposition de o € N contienne un cycle de longueur
supérieure 4 4, disons o = (iy, {3, i3, {4, ...} ... Comme N est distingué, &' =ty bl )o (i fals) ™2

.) ... € N dans lequel les autres cycles restent identiques a ceux de ¢. Dans a'oc7?,

= (iz, f3, EI' 1'4, .
ces autres cycles s'annulent et ¢'c ™" = (i, i3, i1, 14) (i1, 4, i3, i) = (i, i3, 14) est un 3-cycle (les
éventuels i; avec j = 5 du premier cycle de ¢ sont fixes), d’ot1 la contradiction avec le premier

point.

Si la décomposition de o € N contient un unique 3-cycle, alors les autres cycles seraient
des transpositions et o2 serait dans ce cas un 3-cycle, ce qui — toujours par la premier point — est

impossible.

Si la décomposition de ¢ € N contient (au moins) deux 3-cycle, disons & =
(g, iz, i3) (0L, 5, 14) v alors @ i= (if, i5,i3)0(if, i5,i3) ™" = (i1, 12, i1) iz, i3, i3) ... € N puisque N est
distingué. Par suite, ¢’ = (iy, i1, 3,12, i3) ... € N et cela nous donne une contradiction avec le
second point. La décomposition de toute permutation de N ne contient par conséquent aucun 3-
cycle et est donc produit d’'un nombre pair de transpositions.

Si la décomposition de @ € N est 0 = (i3, i3)(i3, i4), alors pour is € [1 ;nI\{iy, ..., 04}, o0
aurait o' = (iy, is, ip) 0(is, is, i) ™! = (i1, i5)(i3,is) € N. Comme ¢'c = (i3, i2,i5) € N, on obtient

i nouveau une contradiction avec le premier point,




La décomposition de o € N est donc de la forme o = (i, {;) (i3, i5)(i5, i)(i7,ig) .... Dans

ce cas, 0 = (is,i4) (i3, 13)0 (s, i )3, 1) = (i1,13) (2, i5) ({4, i) (i7,ig) .. E Netdu coup o'o =
(i1,85,14) (I3, 13, ig) € N, ce qui contredit le quatriéme point.

Conclusion : 1l est impossible d’avoir N <« 9, avec € {id, %, } pourn =2 5. - |

Référence ; F. Ulmer — Théorie des groupes (page 53) (
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Théoréme de Sylow

Arnaud GIRAND

11 décembre 2011

Référence :
- [Per96]; p. 18-20
Legons :
- 101 - Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
— 104 - Groupes finis. Exermples et applications.
— 110 - Nombres premiers. Applications.
Prérequis :
— formule des classes.

Soit G un groupe fini de cardinal n > 1. On suppose qu'il existe un nombre premier p et deux
entiers o, m > 1 tels que n = p®m, avec ptm.

Lemme 1

Soit H< @G

Soit 8 un p-Sylow de G.

Alors il existe a € G tel que Hy 1= aSa™' N H soit un p-Sylow de H.

DEMONSTRATION ; G agit sur G/S par translation & gauche et :

Va,g € G, g.(aS)=as < Vs€ S5, T’ € 5, gas = as’

sV¥se S 3 el g=as's"ta™?

s geaSet

On adoncVa,g € G, Stabg(aS) = aSa~!. Or H agit sur G/ par restriction et Staby{aS) = Stabg(aS)NH = H,

est un sous—-groupe de Stabg{aS), d’ot [H,|]|aSa™ = |8| = p*. De fait, par primalité, p||Ha}.

H
Or |H,| = 'ﬁfl—fl-}) done il nous suffit de trouver @ € G tel que (H : Ha) Ap =1,

Si on note w{aS) l'orbite d’un élément a5 de G/S sous 'action de H, application g »+ g.a§
et la propriété universelle du quotient nous indiquent que (H : H,} = |H/H,| = |w(aS)|. De fait,
si p divisait tous les indices (H : H,), on aurait par la formule des classes que p divise m = |G/ S|,
ce qui est impossible, d’ol le résultat.

Proposition 1 (Sylow)
On note ¢, > 0 le nombre de p-Sylow de G.
Alors :

(i) pour tout p—groupe H < G, il eziste un p-Sylow de G contenant H (et donc ¢, 2 1);

(ii) les p-Sylow de G sont tous conjugués {et donc cpln), en particulier si § est un p-Sylow de
G et si S G alors S est Punique p-Sylow de G ;

(i) cp = 1[p] (et done cpim).
DEMONSTRATION :
() On a linjection suivante (00 (e1,...,en) désigne la base canonique de F}) :
G — GLu(Fp)
a3 (Ug €5 = egpyy)

Ainsi, d’aprés le théoréme de Cayley ( proposition 2 ) et la propriété universelle du quotient,
on peut identifier G & un sous groupe de GLn(Fp). Or GL,(F,) posséde un p-Sylow (les



matrices triangulaires supérieures "strictes", ¢f. infra) donc d’aprés le lemme 1, G aussi :
notons le 5.

Toujours d’aprés le lemme 1, comme H est un sous-groupe de G, il existe ¢ € @ tel que
H, soit un p-Sylow de H. Or I est également un p—groupe et donc son unique p-Sylow est
lui-méme, ergo H, = H, ce qui implique que H C aSa™?, qui est un p-Sylow .

(47) On procéde comme pour le point (i) en imposant & H d’étre un p-Sylow. On obtient bien alors
que pour tout p-Sylow S de G, il existe @ € G tel que H ¢ aSa™*. Or |H| = p* = || = |aSa™!|
donc H = aSa~! est conjugué 4 5.

(#ii) Notons X Pensemble des p-Sylow de G. On sait que G agit sur X par conjugaison et si
§ € X, cette action en induit une de § sur X. D’aprés le lemme 2 on a donc | X| = | X 5|[p}.
11 est de plus clair que § € X5.
Soit T € X%, ieVs € 8, sTs~! =T, On considére le sous—groupe N de G engendré par S
et T; alors § < N et T < N sont deux p-Sylow de N. Cependant il est clair que T <A N et
donc par le point (i) T = S. In fine X% = {S} et donc ¢, = |X| = 1[p].

Détails supplémentaires :
— GL(F,) edmet un p—Sylow (cf. [Per96], p.15). Commencons par remarquer que :
VA € Mu(Fy), A€ GLu(Fp) « (Aei,..., Ae,) est une base de Fy

GLy,(Fp) est de facto équipotent 4 'ensemble des bases de Fy. Or pour se donner une telle

base (a1, ..., ax), on dispose de p" — 1 choix pour a; (on choisit a; € Fj\ {0}, de p™ — p choix
pour ag {on choisit az ¢ (a1)) et de maniére générale de p™ — p*~! choix pour a;, i € [n] (on
choisit a; € {ai,...,ai—1)). In fine :

n—1
|GLn(Ep)| = [ 0" - #*)
k=0

On a done |G Ln(Fp)| = p™"~Y/2m, avec p f m. On considére alors le sous-groupe de GLy (Fp)
constitué des matrices triangulaires supérieures "strictes" :

P = {Ac GLa(F,)|Vi,j € [r), ai; =0sii>j, a5 =n} < GLn(Fp)

Alors [ P| = p™n=1)/2 (on "choisit” exactement 1) coefficients de chaque matrice) donc

P est un p-Sylow de GL,(F,).
~ On trouve le résultat suivant dans [Per96), p.15 :

Proposition 2 (Cayley)
Soit G un groupe fini de cardinaln > 1.
Alors G est isomorphe & un sous-groupe de &y,
DEMONSTRATION : (G agit sur lni-méme par translation & gauche donc il existe un mor-
phisme de groupes de & dans G(G) = G,,. Ce morphisme est de plus injectif car si g,h € G
(¥z € G, g.# = h.x) = (g = h). On conclut par propriété universelle du quotient.

- Le lemme suivant est démontré dans [Per96], p.17 :

Lemme 2
Soit G un p—groupe.
Soit X un G-ensemble fini.

Alors :
|1X| = |X|[p]
DEMONSTRATION : D'aprés la formule des classes :
1X] = 1XC)+ Y (=)l

04 la somme compte une fois chaque orbite non triviale. De fait, chacun de ces |w(z)] est
strictement supérieur & 1 et divise |G| donc p||w(z)|, d'oti le résultat.

~ Une application classique : il n’existe pas de groupe simple d’ordre 63. Soit G un groupe
d’ordre 63 = 32 x 7. Alors ¢; = 1[7] et e7|9 donc ¢7 = 1 : G admet un unique 7-Sylow qui est
done distingué.

1. La conjugaison conservant les cardinaux, le conjugué d’un p-Sylow est un p-Sylow de G.

s



Simplicité de SO(3)

On montre que le groupe des rotations de Pespace & trois dimensions SO(3} est un groupe simple,
c’est-a-dire que ses seuls sous-groupes distingués sont {Id} et SO(3).

Le principe de la démonstration est issu du livre Orauz X-ENS, alg2bre, tome 3. 11 existe d’autres
démonstrations de ce résultat dans les livres Cours d’algébre de Perrin, et Caleul différentiel. Thémes
d’analyse pour I’agrégation de Gonnord et Tosel.

‘ 1. Soit G un sous-groupe de SO(3), et soit Gy la composante connexe dans G de I'identité.
{ Montrons que Gp est un sous-groupe de SO(3), et que Gy < SO(3) dés que G < SO(3).

Par définition Gy contient 'identité. L'application

w: GoxGp— G
(z,y) — ay ™

est continue, et. Gy x G étant connexe, on en déduit que I'image de ¢ est un connexe de G. De
phus elle contient identité, done est incluse dans (g, ce gqui montre que Gy est un sous-groupe
de G.

Si on suppose désormais que G <1 SO(3) et si b € SO(3), alors Papplication

Intp, : G—G

g — hgh™!

est bien définie. Le méme argument gue plus haut montre que Inty envoie Gy dans Gg, et ce
pour tout h € SO(3), ce qui siginifie que Gy est un sous-groupe distigué de SO(3).

2. Soit, désormais G un sous-groupe connexe de SO(3), distingué et non réduit a identité. Mon-
trons que G contient un retournement, c¢’est-&-dire une rotation d’angle 7. On en déduira alors
que G = SO(3).

Soit 7 € SO(3). 11 existe une base orthonormée de R® telle que la matrice de I'application
linéaire canoniqueinent associée a r dans cette base soit

1 0 0
0 cos@ —sind
0 sinf cosd

On a Tr(r) =14 2cos 8, donc la fonction

¢: G — [-1,1]
g Ti‘(gQ) ~1




est bien définie.
Cherchons un élément s € G tel que ¢(s) < 0. Soit g un élément de G distinct de I'identité.

On a
Tr(g) -1

2
ofl 0 est défini su signe prés. Quitte & changer g en g~! on peut supposer que & €]0,7]. Si
¢ € [r/2,x) alors s = g convient. Sinon, soit N = E (%). On a

= ¢cos @

NOST<(N+DIST+0<T,
donc s = gN*! convient.
Par hypothése G est connexe, et @ est clairement continue, donc (@) est un connexe de |1, 1]
contenant ¢(s) < 0 et (Id) = 1. Or, les connexes de R sont les intervalles, donc il existe g € G
tel que (g) = 0, c’est-d-dive G contient une rotation d’angle +3. L’élément R=g%¢ G est
donc un retournement. .

Montrons qu'alors G = SO(3). Pour tout g € SO(3), I'élément gRg™" est dans G car G est
distingué par hypothése, et est un retournement d’axe g(A) oit A est 'axe de R. Le fait que
SO(3) agisse transitivement sur I'ensemble des droites de R3 montre que G contient tous les
retournements. Or tout élément de SO(3) est produit de deux retournements, ce qui conclut,

. Soit maintenant G un sous-groupe distingué de SO(3). Montrons que G = {Id} ou G = SO(3).
Si G # {Id} alors 1 et 2 montrent que Go = SO(3), donc a fortiori G = SO(3). 8i Go = {Id}
alors montrons que G = {Id}, ce qui terminera la preuve. Remarquons que dans ce cas toutes
les composantes connexes de G sont des singletons. Soit g € G. L’application continue

w:80(3) — G
h— hgh™*
est bien définie car G <1 SO(3). Le groupe SO(3) est connexe donc Vimage de @ est un connexe
contenant g, donc est égale & {g} d’aprés la remarque sur les composantes connexes de G, Cela

signifie que g conmnute avec toutes les rotations de ’espace. En particulier g est une rotation
qui fixe toutes les droites de R3, ce qui montre que g = Id.



